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�¥«ì  áâ®ïé¥© áâ âì¨ | ¯®ª § âì, çâ® ¬®¤ã«ïàë¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¬¥àë ¨ ®¯¥à â®àë � -

£ à ¬ â¥á® á¢ï§ ë ¤àã£ á ¤àã£®¬. �®ç¥¥ £®¢®àï, ¯à¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨¨ ¯®  áëé¥®©

¬¥à¥ ¢®§¨ª ¥â ®¯¥à â®à � £ à ¬,   ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à  � £ à ¬

¯à¨¢®¤¨â ª ¬®¤ã«ïà®©  áëé¥®© ¬¥à¥.

1. �¢¥¤¥¨¥

�¯¥à â®à®¬ � £ à ¬  §ë¢ îâ ¯®àï¤ª®¢® ¥¯à¥àë¢ë© ®¯¥à â®à ¢ K-

¯à®áâà áâ¢¥, á®åà ïîé¨© ¨â¥à¢ «ë. �â®â ª« áá ®¯¥à â®à®¢ ¢¯¥à¢ë¥ à á-

á¬®âà¥«  �. � £ à ¬, ª ª ¢á¯®¬®£ â¥«ì®¥ â¥å¨ç¥áª®¥ áà¥¤áâ¢® ¯à¨ ¯®áâà®¥-

¨¨ â¥®à¨¨ ¯®«®¦¨â¥«ìëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©

(á¬. æ¨ª« à ¡®â [14{17],   â ª¦¥ ¥¡®«ìè®© ®¡§®à [18], á®¤¥à¦ é¨© ªà â-

ª®¥ ®¯¨á ¨¥ à §¢¨â®£® ¥î ¬¥â®¤  ¨ ä®à¬ã«¨à®¢ªã ®á®¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢).

�. �îªá¥¬¡ãà£ ¨ �. �í¯ [13] à á¯à®áâà ¨«¨ ç áâì â¥®à¨¨ �. � £ à ¬, á¢ï-

§ ®© á â¥®à¥¬®© â¨¯  � ¤®  | �¨ª®¤¨¬ ,   ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ®¯¥à â®àë,

¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å. �¥à¬¨ ý®¯¥à â®à � £ à ¬þ ¡ë« ¢¢¥¤¥

¢ [4]. �¢®©áâ¢® ®¯¥à â®à  á®åà ïâì ¨â¥à¢ «ë  §¢ ® á¢®©áâ¢®¬ � £ à ¬

¢ [13]; â ª¨¥ ®¯¥à â®àë ¢ [14{17]  §ë¢ «¨áì full-valued. �®¤à®¡¥¥ ®¡ ®¯¥à -

â®à å � £ à ¬ á¬. ¢ [5, 6, 7, 9].

�§¢¥áâ®, çâ® â¥®à¥¬  � ¤®  | �¨ª®¤¨¬  ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ  ¤«ï ¬¥à á®

§ ç¥¨ï¬¨ ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥. �¤ ª®, �. � ©â ¯®ª § « ¢ [20], çâ® â¥®à¥¬ 

� ¤®  | �¨ª®¤¨¬  á¯à ¢¥¤«¨¢  ¤«ï á¯¥æ¨ «ì®£® ª« áá  ¬®¤ã«ïàëå ¬¥à á

¤®¯®«¨â¥«ìë¬ ãá«®¢¨¥¬  áëé¥®áâ¨. �ãáâì Q| íªáâà¥¬ «ìë© ª®¬¯ ªâ

¨ � : B ! C(Q) | ¥ª®â®à ï ¬¥à . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® L1(�) ¤®¯ãáª ¥â áâàãª-

âãàã ¬®¤ã«ï  ¤ ª®«ìæ®¬ C(Q). �®£¤  ¬®¤ã«ïà®áâì ¬¥àë � ®§ ç ¥â, çâ®

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¨â¥£à « ï¢«ï¥âáï ¬®¤ã«ìë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ L1(�) ¢

C(Q). �ª¢¨¢ «¥â®¥ ãá«®¢¨¥ § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L2(�) á«ã-

¦¨â ¬®¤ã«¥¬ � ¯« áª®£® | �¨«ì¡¥àâ  (á¬. [12, 20]). �®¯®«¨â¥«ìë¥ á¢¥-

¤¥¨ï ® ¬®¤ã«ïàëå ¨  áëé¥ëå ¬¥à å á¬. ¢ ª¨£¥ [11], £¤¥, ¢ ç áâ®áâ¨,

à §¢¨â ¡ã«¥¢®§ çë© ¯®¤å®¤ ª ¨áá«¥¤®¢ ¨î íâ®£® ª« áá  ¢¥ªâ®àëå ¬¥à.

c 2000 �ãáà ¥¢ �. �.



4{18 �. �. �ãáà ¥¢

�¥«ì  áâ®ïé¥© áâ âì¨ | ¯®ª § âì, çâ® ¬®¤ã«ïàë¥ ¬¥àë ¨ ®¯¥à â®àë

� £ à ¬ â¥á® á¢ï§ ë ¤àã£ á ¤àã£®¬. �®ç¥¥ £®¢®àï, ¯à¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨¨ ¯®

 áëé¥®© ¬¥à¥ ¢®§¨ª ¥â ®¯¥à â®à � £ à ¬,   ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

®¯¥à â®à  � £ à ¬ ¯à¨¢®¤¨â ª ¬®¤ã«ïà®©  áëé¥®© ¬¥à¥. �¥®¡å®¤¨¬ë¥

á¢¥¤¥¨ï ¨¬¥îâáï ¢ [1, 2, 5, 7, 11].

2. �à¥¤¢ à¨â¥«ìë¥ á¢¥¤¥¨ï

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¨¢¥¤¥¬ áå¥¬ã ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï «¥¡¥£®¢áª®£® â¨¯  ¯®

¬¥à¥ á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. � ª®¥ ¨â¥£à¨-

à®¢ ¨¥ ¡ë«® à §¢¨â® �. � ©â®¬ [23] ¤«ï ¬¥à á® § ç¥¨ï¬¨ ¢  «£¥¡à å �â®ã ,

®¤ ª® ¢áï â¥®à¨ï ®áâ ¥âáï ¢ á¨«¥ ¤«ï ¬¥à á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ K�-

¯à®áâà áâ¢¥, á¬. [21, 22]. �  è¥¬ ¨§«®¦¥¨¨ ¬ë á«¥¤ã¥¬ [11], £¤¥ ¯®áâà®¥¨ï

�. � ©â  [23] ¯®¢â®à¥ë ¢ ¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ ®¡é¥© á¨âã æ¨¨: ¨â¥£à¨àã¥¬ë¬¨

®¡ê¥ªâ ¬¨ ï¢«ïîâáï í«¥¬¥âë ¥ª®â®à®£® K�-¯à®áâà áâ¢ , ª ª ¢ [2, 3],   ¢¥ª-

â®à ï à¥è¥âª  ®¡à §®¢ § ¬¥¥    à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®.

� ¢¥ªâ®à®¬ ¨â¥£à¨à®¢ ¨¨ ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ¢ à¨ â¥

â¥®à¥¬ë � ¤®  | �¨ª®¤¨¬  á¬. â ª¦¥ [19].

2.1. �ãáâì G | à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® á ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æ¥© 1,  

(Y; F ) | á¥ª¢¥æ¨ «ì® bo-¯®«®¥ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤

K-¯à®áâà áâ¢®¬ F . � áá¬®âà¨¬ ¯®¤ «£¥¡àã A ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë G(1)

¥¤¨¨çëå í«¥¬¥â®¢ ¯à®áâà áâ¢  G ¨ ª®¥ç®  ¤¤¨â¨¢ãî ¬¥àã � : A ! Y

®£à ¨ç¥®© ¢¥ªâ®à®© ¢ à¨ æ¨¨
>>>�>>> : A ! F . �â® ®§ ç ¥â, çâ®

>>>>�(a)>>>>6>>>�>>>(a) (a 2 A), ¯à¨ç¥¬ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ä®à¬ã«  (á¬. [10, 11]):

>>>�>>>(a) := sup

� nX
k=1

j�(ak)j : ak ^ al = 0;

n_
k=1

ak = a

�
:

�¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ S(A) ¢¥ªâ®àãî ¯®¤à¥è¥âªã ¢ G, á®áâ®ïéãî ¨§ ¢á¥å A-
¯à®áâëå (ª®¥ç®§ çëå) í«¥¬¥â®¢ G, â. ¥. x 2 S(A) ®§ ç ¥â, çâ® ¨¬¥-

¥â ¬¥áâ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ x =
Pn

k=1 �kek, £¤¥ f�1; : : : ; �ng � R ¯à®¨§¢®«ìë,  

fe1; : : : ; eng � A ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë. �®«®¦¨¬

I�(x) :=

Z
x d� :=

nX
k=1

�k�(ek) (x 2 S
�
A)
�
:

�¯à ¢¥¤«¨¢® á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥.

2.2. �ª §  ï ä®à¬ã«  ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¬ ¦®à¨àã¥¬ë© ®¯¥à â®à

I� : S(A)! Y , ¯à¨ç¥¬>>>>>>>
Z

x d�

>>>>>>>6
Z
jxj d

>>>�>>> �
x 2 S(A)

�
:
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� áá¬®âà¨¬ £« ¢ë© ¨¤¥ « G(1) ¯®à®¦¤¥ë© ¥¤¨¨æ¥© 1 ¨ ¢¢¥¤¥¬ ¢ ¥¬

®à¬ã kxk := inff� : jxj 6 �1g: �®£¤ G(1) |AM -¯à®áâà áâ¢®. �ãáâì C(A) |
§ ¬ëª ¨¥ S(A) ¢ AM -¯à®áâà áâ¢¥ G(1).

2.3. �¯¥à â®à I� ¤®¯ãáª ¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ¬ ¦®à¨àã¥¬®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥  

C(A), ª®â®à®¥ ®¡®§ ç¨¬ â¥¬ ¦¥ á¨¬¢®«®¬. �à¨ íâ®¬
>>>>I�>>>>= I|�|.

C �¬. [11; ¯¯. 1.2.1, 1.2.2]. B

2.4. �«ï ª ¦¤®£® ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à  T : C(A) ! Y áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨áâ¢¥ ï ¬ ¦®à¨àã¥¬ ï ¬¥à  � : A ! Y â ª ï, çâ®

Tx =

Z
x d�

�
x 2 C(A)

�
:

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® A | �-¯®¤ «£¥¡à  ¢ E(1). � áá¬®âà¨¬ à á-

è¨à¥®¥ K�-¯à®áâà áâ¢® E � G á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å A-§ çëå à §«®¦¥¨©

¥¤¨¨æë (á¯¥ªâà «ìëå äãªæ¨©). �ª«îç¥¨¥ E � G ¯®¨¬ ¥âáï ¢ á¬ëá«¥

®â®¦¤¥áâ¢«¥¨ï K-¯à®áâà áâ¢ G ¨ K(E(1)).

2.5. �¯à¥¤¥«¨¬ â¥¯¥àì ¨â¥£à « ®â í«¥¬¥â ,  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®£® A-
¯à®áâë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨. �ª ¦¥¬, çâ® ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â x 2 E ¨â¥£-

à¨àã¥¬ ¯® ¬¥à¥ �, ¨«¨ �-¨â¥£à¨àã¥¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¢®§à áâ îé ï ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì®áâì (xn)n2N ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ ¢ S(A), o-áå®¤ïé ïáï ¢ G

ª x, ¯à¨ç¥¬ áã¯à¥¬ã¬ supn2N
R
xn d

>>>�>>>áãé¥áâ¢ã¥â ¢ F . �«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®á-
â¨ (xn) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨â¥£à «®¢ (I�(xn))n2N ¡ã¤¥â bo-äã¤ ¬¥â «ì®©,

¯®íâ®¬ã ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨â¥£à « ®â í«¥¬¥â  x, ¯®« £ ï

I�(x) :=

Z
x d� := bo-lim

n!1

Z
xn d�:

�®àà¥ªâ®áâì íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯à®¢¥àï¥âáï ¡¥§ âàã¤ , á¬. [11; ¯. 1.2.6]. �«¥-

¬¥â x 2 E ¨â¥£à¨àã¥¬ (= �-¨â¥£à¨àã¥¬) ¥á«¨ ¥£® ¯®«®¦¨â¥«ì ï ç áâì

x+ ¨ ®âà¨æ â¥«ì ï ç áâì x� ¨â¥£à¨àã¥¬ë. �¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ L1(�) ¬®-
¦¥áâ¢® ¢á¥å ¨â¥£à¨àã¥¬ëå í«¥¬¥â®¢ ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® x 2 L1(�) ¯®«®¦¨¬

I�(x) :=

Z
x d� :=

Z
x+ d��

Z
x� d�:

�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® L1(�) | äã¤ ¬¥â ¢ E ¨ I� : L1(�) ! Y | «¨¥©ë©

®¯¥à â®à. � ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¨§ ª®áâàãªæ¨¨ ¨â¥£à «  á«¥¤ã¥â L1(�) =

L1(
>>>�>>>). �¯à¥¤¥«¨¬ ¢ L1(�) ¢¥ªâ®àãî ®à¬ã á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ F :

>>>x>>>1 :=

Z
jxj d

>>>�>>> �
x 2 L1(�)

�
:
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�ª ¦¥¬, çâ® ¤¢  í«¥¬¥â  x; y 2 L1(�) �-íª¢¨¢ «¥âë, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨-

¨çë© í«¥¬¥â e 2 G(1), ¤«ï ª®â®à®£®
>>>�>>>(1 � e) = 0 ¨ [e]x = [e]y. �®-

¦¥áâ¢® N (�) ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ �-íª¢¨¢ «¥âëå ã«î ¡ã¤¥â á¥ª¢¥æ¨ «ì® o-

§ ¬ªãâë¬ ¯®àï¤ª®¢ë¬ ¨¤¥ «®¬ ¢ L1(�). �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨â¥£à «  ¢¨¤®,

çâ® N (�) = fx 2 L1(�) :
>>>x>>>1 = 0g. �¢¥¤¥¬ K�-¯à®áâà áâ¢® L1(�) ª ª

ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢® L1(�) ¯® �-¨¤¥ «ã N (�). �« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ í«¥-

¬¥â  x 2 L1(�) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ ~x. �¥ªâ®à ï ®à¬    L1(�)
á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ F ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

>>>~x>>>1 :=
>>>x>>>�x 2 L1(�)

�
. � ª¨¬

®¡à §®¬,
�
L1(�);

>>>�>>>� | à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®.

2.6. �¥®à¥¬  ® ¬®®â®®© áå®¤¨¬®áâ¨. �®¯ãáâ¨¬, çâ® (xn)n2N |

¢®§à áâ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì �-¨â¥£à¨àã¥¬ëå í«¥¬¥â®¢, ¤«ï ª®â®à®©

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨â¥£à «®¢
�
I|�|(xn)

�
n2N

¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥  ¢ F . �®£¤ 

áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥â x 2 L1(�), çâ® ¢ L1(�) ¢ë¯®«¥® ~x =
W
n ~xn ¨

Z
x d� = bo-lim

n!1

Z
xn d�:

C �¬. [11; ¯. 1.2.8]. B

2.7. �¥®à¥¬  ® ¬ ¦®à¨à®¢ ®© áå®¤¨¬®áâ¨. �ãáâì (xn)n2N ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì®áâì �-¨â¥£à¨àã¥¬ëå í«¥¬¥â®¢ ¨ o-lim xn = x ¢ G. �á«¨ y 2 L1(�)
¨ jxnj 6 y (n 2 N), â® x 2 L1(�) ¨

Z
x d� = bo-lim

n!1

Z
xn d�:

C �¬. [11; ¯. 1.2.9]. B

2.8. �¥®à¥¬ . �ãáâì � : A! Y | áç¥â®  ¤¤¨â¨¢ ï ¬ ¦®à¨àã¥¬ ï ¬¥-

à . �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ äã¤ ¬¥â L1(�) � E ¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì® bo-¥¯à¥àë¢ë©

¬ ¦®à¨àã¥¬ë© ®¯¥à â®à I� : L
1(�)! Y â ª¨¥, çâ® ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï:

(1) L1(�) � A;

(2) I�e = �(e) (e 2 A);

(3) ¥á«¨ L � A ¨ Ie = �(e) (e 2 A) ¤«ï ¥ª®â®à®£® äã¤ ¬¥â 

L � E ¨ bo-¥¯à¥àë¢®£® ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à  I : E ! Y , â® L � L1(�)
¨ Ix = I�x (x 2 L);

(4)
>>>>I�>>>>= I|�|.

C �¬. [11; ¯. 1.2.4]. B
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2.9. �¥®à¥¬ . �ãáâì E0 |äã¤ ¬¥â ¢ E, á®¤¥à¦ é¨© ¯®àï¤ª®¢ãî ¥¤¨-

¨æã ¨ T : E0 ! Y | á¥ª¢¥æ¨ «ì® bo-¥¯à¥àë¢ë© ¬ ¦®à¨àã¥¬ë© «¨¥©ë©

®¯¥à â®à. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï ¬ ¦®à¨àã¥¬ ï �- ¤¤¨â¨¢ ï ¬¥à 

� : A ! Y â ª ï, çâ® L1(�) � E0 ¨

Tx =

Z
x d�;

>>>T>>>x = Z x d
>>>�>>> (x 2 E0):

C �¬. [11; ¯. 1.2.11]. B

2.10. �¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®
�
L1(�);

>>>�>>>� br-¯®«®.
C �®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢ ®   â¥å ¦¥ á®®¡à ¦¥¨ïå, çâ® ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®

â¥®à¥¬ë �¨áá  | �¨è¥à  ¤«ï áª «ïàëå ¬¥à. �à¨¢¥¤¥¬ áå¥¬ã ¤®ª § â¥«ìáâ-

¢ . �á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (xn)n2N br-äã¤ ¬¥â «ì , â®
>>>xn � xm

>>>6 rkf

(n;m > k) ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  f 2 F+ ¨ ç¨á«®¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨

(rn)n2N, áå®¤ïé¥©áï ª ã«î. �®«®¦¨¬ L(f) := fx 2 L1(�) :
>>>x>>>2 F (f)g, £¤¥

F (f) | ¯®àï¤ª®¢ë© ¨¤¥ «, ¯®à®¦¤¥ë© í«¥¬¥â®¬ f . �®£¤  (xn) � L(f)

¨ ¤®áâ â®ç® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® L(f) | ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® á ®à¬®©

kxk := k
>>>x>>>kF (f). �®¯ãáâ¨¬, çâ® àï¤ P1

n=1 xn  ¡á®«îâ® áå®¤¨âáï ¢ L(f). �®£-

¤  àï¤
P1

n=1

>>>xn>>>áå®¤¨âáï ¢ AM -¯à®áâà áâ¢¥ F (f), áâ «® ¡ëâì, r-áå®¤¨âáï ª

â®© ¦¥ á ¬®© áã¬¬¥. �®«®¦¨¬

t :=

1X
k=1

>>>xk>>>; �n :=

nX
k=1

xk; sn :=

nX
k=1

jxkj:

� ª ¢¨¤®, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (sn) á®áâ®¨â ¨§ ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç«¥®¢, ¢®§à á-

â ¥â ¨
R
snd� 6 t. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯® â¥®à¥¬¥ ® ¬®®â®®© áå®¤¨¬®áâ¨ áãé¥áâ-

¢ã¥â ¯à¥¤¥« y := o-lim sn, á®¤¥à¦ é¨©áï ¢ L1(�). �¥à ¢¥áâ¢® j�nj 6 sn 6 y

¢«¥ç¥â, çâ® àï¤
P1

k=1 xk o-áå®¤¨âáï. �«ï áã¬¬ë íâ®£® àï¤  x0 ¢ë¯®«¥  ®æ¥-

ª  jx0j 6 y, ®âªã¤  x0 2 L1(�). �à¨¢«¥ª ï â¥®à¥¬ã 2.7 ® áå®¤¨¬®áâ¨, ¢ë¢®¤¨¬>>>�n � f0
>>>= R j�n � x0j d

>>>�>>>! 0. B

�®¦® ¯®«ãç âì ¤ «ì¥©è¨¥ à¥§ã«ìâ âë ® ¯®«®â¥ ¯à®áâà áâ¢  ¨â¥£à¨-

àã¥¬ëå í«¥¬¥â®¢ ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¤®¯®«¨â¥«ìëå ®£à ¨ç¥¨ïå. � -

¯à¨¬¥à, ¬®¦® ãáâ ®¢¨âì á¥ª¢¥æ¨ «ìãî bo-¯®«®âã L1(�), ¥á«¨ ¯à®áâà áâ-

¢® F à¥£ã«ïà®. �¤ ª® à §«®¦¨¬®áâì § ¢¨á¨â ®â áãé¥áâ¢¥® ¤àã£¨å á¢®©áâ¢

¬¥àë.

3. �®¤ã«ïàë¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¬¥àë

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢¢¥¤¥¬ ¬®¤ã«ïàë¥ ¬¥àë ¨ ¢ëïá¨¬ ãá«®¢¨ï à §«®¦¨-

¬®áâ¨ ¨ ¯®«®âë ¯® ¢¥ªâ®à®© ®à¬¥ ¯à®áâà áâ¢  áã¬¬¨àã¥¬ëå í«¥¬¥â®¢.
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3.1. �® ª®æ  ¯ à £à ä  ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® Y | ¯à®áâà áâ¢® �  å  |

� â®à®¢¨ç   ¤ K-¯à®áâà áâ¢®¬ F ¨ � : A! Y | áç¥â®  ¤¤¨â¨¢ ï ¬¥à .

�¢¥¤¥¬ ã«¥¢®© ¨¤¥ « ¬¥àë � ä®à¬ã«®©

N (�) := fa 2 A : (8 a0 2 A) a0 6 a ) �(a0) = 0g:

�®ïâ®, çâ® N (�) = N (
>>>�>>>) = fa 2 A :

>>>�>>>(a) = 0g. �ãáâì ~A ¨ � ®¡®§ ç îâ

ä ªâ®à- «£¥¡àã A=N (�) ¨ ª ®¨ç¥áª®¥ ä ªâ®à-®â®¡à ¦¥¨¥ A=N (�) ! ~A
á®®â¢¥âáâ¢¥®. �ãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï ¬¥à  ~� : ~A! Y , ¤«ï ª®â®à®© ~��� =

�. �®«¥¥ â®£®,
>>>~�>>>= f>>>�>>>.

�ãáâì § ¤  ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬ h : B := P(F )! ~A. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ®

� ¬®¤ã«ïà  ®â®á¨â¥«ì® h ¨«¨ h-¬®¤ã«ïà , ¥á«¨ b~�(�a) = ~�(h(b) ^ �(a))

¤«ï ¢á¥å a 2 A ¨ b 2 B . � ª ¢¨¤®, ¬®¤ã«ïà®áâì ¬¥àë � ®§ ç ¥â, çâ®

b�(a) = �(b0 ^ a0) ¤«ï ¢á¥å a0 2 �(a) ¨ b0 2 h(b).

�ãáâì e :=
W
fb 2 B : (8 a 2 A) b�(a) = 0g. �®£¤  e�(A) = f0g ¨ �(A) �

(1�e)Y . �®«¥¥ â®£®, b�(A) = f0g ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ h(b) 2 N (�).

�¥¬ á ¬ë¬, h ¨ê¥ªâ¨¢¥   [0;1 � e]. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ®

�(A)?? = Y ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ h ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨§®¬®àä®¥ ¢«®¦¥¨¥ B ¢ ~A.
�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® h-¬®¤ã«ïà ï ¬¥à  �  áëé¥  (®â®á¨â¥«ì® h), ¥á«¨

¤«ï «î¡®£® à §¡¨¥¨ï ¥¤¨¨æë (b�)�2� ¢ B ¨ ¯à®¨§¢®«ì®£® á¥¬¥©áâ¢  (a�)�2� ¢

A áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© (á â®ç®áâìî ¤® íª¢¨¢ «¥â®áâ¨) í«¥¬¥â a 2 A,
â ª®©, çâ® b�

>>>�>>>(a4a�) = 0 ¤«ï ¢á¥å � 2 �. �â® ãá«®¢¨¥ à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ®

h(b�) ^ �(a) = h(b�) ^ �(a�) (� 2 �), ¯®áª®«ìªã � h-¬®¤ã«ïà .

3.2. � à ¡®â¥ [20] �. � ©â ®¯à¥¤¥«¨« ¬®¤ã«ïà®áâì ¬¥àë á«¥¤ãîé¨¬ ®¡-

à §®¬. � áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ � : C(Q) ! L1(�) (Q | íªáâà¥¬ «ìë©

ª®¬¯ ªâ). �¥àã � : B ! C(Q)  §ë¢ îâ ¬®¤ã«ïà®© ®â®á¨â¥«ì® �, ¥á«¨Z
�(a)f d� = a

Z
f d� (a 2 C(Q); f 2 L1(�)):

�ª¢¨¢ «¥â®áâì íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï á ¤ ë¬ ¢ëè¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 2.10, 3.6 ¨  -

«¨ç¨ï ¬®¤ã«ì®© áâàãªâãàë ¢ à §«®¦¨¬®¬ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¬ ¯à®áâ-

à áâ¢¥ (á¬. [5, 7]). � áëé¥®áâì ¦¥ ¬¥àë � á®£« á® �. � ©âã [20] ®§ ç ¥â,

çâ® ¯à®áâà áâ¢® L2(�) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®¤ã«ì � ¯« áª®£® | �¨«ì¡¥à-

â . �â® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ â ª¦¥ à ¢®á¨«ì® ¤ ®¬ã ¢ëè¥ ¢ á¨«ã 3.6 ¨ ªà¨â¥à¨ï

¯®«®âë à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨§ [5, 7].

3.3. �¥à  � ¬®¤ã«ïà  ®â®á¨â¥«ì® ¡ã«¥¢  ¨§®¬®àä¨§¬  h ¢ â®¬ ¨ â®«ì-

ª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ â ª®¢®© ï¢«ï¥âáï ¥¥ â®ç ï ¬ ¦®à â 
>>>�>>>.

C �®¯ãáâ¨¬, çâ® � h-¬®¤ã«ïà  ¨ ¤®ª ¦¥¬ á®®â®è¥¨¥ bf>>>�>>>��(a)� =f>>>�>>>�h(b) ^ �(a)
�
. �® à ¢®á¨«ì® à ¢¥áâ¢ã b

>>>~�>>>��(a)� =
>>>~�>>>�h(b) ^ �(a)

�
,
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¯®áª®«ìªã f>>>�>>>=
>>>~�>>>. �¥¯¥àì âà¥¡ã¥¬®¥ ¯à®¢¥àï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬¨ ¯à®áâë¬¨

¢ëç¨á«¥¨ï¬¨ ¨á¯®«ì§ãîé¨¬¨ 2.1:

b
>>>~�>>>��(a)� = b

_(
nX

k=1

~�(~ak) : ~a1 _ � � � _ ~an = �(a)

)

=
_(

nX
k=1

b~�
�
�(ak)

�
: a1 _ � � � _ an = a

)

=
_(

nX
k=1

~�
�
�(b0) ^ �(ak)

�
: a1 _ � � � _ an = a

)

=
_(

nX
k=1

~�
�
�(ck)

�
: c1 _ � � � _ cn = �(b0) ^ �(a)

)

=
>>>�>>>�h(b) ^ �(a)�;

£¤¥ ª®¥çë¥ ¬®¦¥áâ¢  f~a1; : : : ; ~ang � ~A, fa1; : : : ; ang � A, ¨ fc1; : : : ; cng � A
¯®¯ à® ¤¨§êîªâë ¨ h(b) = �(b0) ¤«ï ¥ª®â®à®£® b0 2 A. �¡à â®¥ ãâ¢¥à¦-
¤¥¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ¤®ª § ®£® ¨¦¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.3. B

3.4. �ãáâì F |K-¯à®áâà áâ¢® áç¥â®£® â¨¯ . �®£¤  ¢áïª ï áç¥â®  ¤¤¨-

â¨¢ ï h-¬®¤ã«ïà ï ¬¥à  �, ®¯à¥¤¥«¥ ï   �- «£¥¡à¥, ¡ã¤¥â  áëé¥®©.

C �«ï áç¥â®£® à §¡¨¥¨ï ¥¤¨¨æë (bn) � B ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (an) �
A ¯®«®¦¨¬ a :=

W
fcn ^ an : n 2 Ng, £¤¥ (cn) | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®¯ à®

¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢ ¢ A, ¤«ï ª®â®àëå h(bn) = �(cn) (n 2 N). �á¯®«ì§ãï

¬®¤ã«ïà®áâì ¨ áç¥âãî  ¤¤¨â¨¢®áâì ¬¥àë �, ¢ë¢®¤¨¬:

bm�(a) =

1X
n=1

bm�(cn ^ an) =

1X
n=1

bm~�
�
�(cn) ^ �(an)

�

=

1X
n=1

~�
�
�(cm) ^ �(cn) ^ �(an)

�
= ~�
�
h(bm) ^ �(am)

�
= bm~�

�
�(am)

�
= bm�(am): B

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì ¬¥àë � ¨ ~�, ¥á«¨ íâ® ¥ ¢¥¤¥â ª ¯ãâ -

¨æ¥.

3.5. �¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® L1(�) ¤¨§êîªâ® à §«®¦¨-

¬® ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ � | ¬®¤ã«ïà ï ¬¥à .

C �ãáâì ¬¥à  � ¬®¤ã«ïà  ®â®á¨â¥«ì® ¥ª®â®à®£® ¡ã«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬ 

h. �®ª ¦¥¬, çâ® b
>>>x>>>1 =

>>>>h(b)x>>>>1 ¤«ï ¢á¥å b 2 B ¨ x 2 L1(�). �â®¦¤¥áâ¢¨¬
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¥¤¨¨çë© í«¥¬¥â h(b) 2 A á ¯®àï¤ª®¢ë¬ ¯à®¥ªâ®à®¬ [h(b)] ¢ E ¨ ¡ã¤¥¬

¯¨á âì h(b)x ¢¬¥áâ® [h(b)]x. �á«¨ x = �1a1 + � � � + �nan, £¤¥ �1; : : : ; �n 2 R

¯à®¨§¢®«ìë,   a1; : : : ; an 2 A ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë, â® h(b)x = �1h(b) ^ a1 +

� � �+ �nh(b) ^ an ¨ ¬®¦¥¬  ¯¨á âì

I�(h(b)x) =

nX
k=1

�k�(h(b) ^ ak) =

nX
k=1

�kb�(ak) = bI�(x):

�®§ì¬¥¬ â¥¯¥àì ¢®§à áâ îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (xn) � S(A) â ªãî, çâ®
I�(x) = bo-lim n I�(xn). �®£¤  h(b)x = o-lim n h(b)xn, ¯®áª®«ìªã ¯®àï¤ª®¢ë©

¯à®¥ªâ®à [h(b)] ¯®àï¤ª®¢® ¥¯à¥àë¢¥. �®«¥¥ â®£®, h(b)xn 6 x, ¨ § ç¨â

h(b)x 2 L1(�), â ª ª ª L1(�) | ¯®àï¤ª®¢ë© ¨¤¥ « ¢ E. �á¯®«ì§ãï â¥®à¥¬ã

2.7 ® áå®¤¨¬®áâ¨, ¢ë¢®¤¨¬

bI�(x) = b
�
bo-lim
n!1

I�(xn)
�
= bo-lim

n!1
I�(h(b)xn) = I�(h(b)x):

�âáî¤  ¢¨¤®, çâ® L1(�) d-à §«®¦¨¬®. �¡à â®¥ ®ç¥¢¨¤®. B

3.6. �¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® L1(�) ¤¨§êîªâ® ¯®«® ¢

â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¬¥à  �  áëé¥ .

C �®¯ãáâ¨¬, çâ® �  áëé¥ . �ãáâì (b�)�2� | à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¢

P(F ),   (x�)�2� | ®£à ¨ç¥®¥ ¯® ®à¬¥ á¥¬¥©áâ¢® ¢ L1(�). �ãáâì e�(�) : R !
A | á¯¥ªâà «ì ï äãªæ¨ï í«¥¬¥â  x� ¨ ¯®«®¦¨¬ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î

e(�) :=
_
�2�

h(b�) ^ e�(�) (� 2 R):

�ãªæ¨ï � 7! e(�) á«ã¦¨â à §«®¦¥¨¥¬ ¥¤¨¨æë. �â® ¬®¦® ¯à®¢¥à¨âì ¥¯®-

áà¥¤áâ¢¥ë¬ ¢ëç¨á«¥¨¥¬, ¨á¯®«ì§ãï ¡¥áª®¥çë¥ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ë¥ § ª®ë ¢

¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥. � ®¡®á®¢ ¨¨ ã¦¤ ¥âáï «¨èì à ¢¥áâ¢® e :=
V
fe(�) :

� 2 Rg = 0. �®áª®«ìªã
�
h(b�)

�
| à §«®¦¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¢ A=N (�), â® ¤®áâ â®ç-

® ¤®ª § âì, çâ® h(b�) ^ e = 0 ¤«ï ¢á¥å � 2 �. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢ëç¨á«¥¨ï

¨¬¥îâ ¢¨¤:

h(b�) ^ e =

1^
n=1

h(b�) ^ e(�n) =

1^
n=1

0
@h(b�) ^ _

�2�

h(b�)e�(�n)

1
A

=

1^
n=1

_
�2�

h(b�) ^ h(b�)e�(�n) =

1^
n=1

h(b�) ^ e�(�n) = 0:
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�® â¥®à¥¬¥ ® à¥®«¨§ æ¨¨ à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¨¤¥ ¢¥ªâ®à®© à¥-

è¥âª¨ ¢á¥å à §«®¦¥¨© ¥¤¨¨æë ¢ ä¨ªá¨à®¢ ®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥

(á¬. [2, 3]) áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â x ¢ ¬ ªá¨¬ «ì®¬ à áè¨à¥¨¨ mL1(�), ¤«ï

ª®â®à®£® e(�) = ex� (� 2 R). �á«¨ y 2 L1(�) | ¢¥àåïï £à ¨æ  á¥¬¥©áâ¢ 

(jx�j), â® jxj 6 y, áâ «® ¡ëâì, x 2 L1(�). �à¨¬¥¨¢ 1.4.2 (10) ¨§ [9], ¯®«ãç¨¬

e
h(b�)x

� = e
h(b�)x�
� (� 2 R), ®âªã¤  h(b�)x = h(b�)x�. �â ª, ¬ë ¯à®¢¥à¨«¨, çâ®

L1(�) ¤¨§êîªâ® ¯®«®. �¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤® ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  

¯®«®áâìî. B

4. �â¥£à «ìë¥ ®¯¥à â®àë � £ à ¬

� ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯®ª § ®, çâ® ¬®¤ã«ïà ï ¬¥à   áëé¥  ¢ â®¬ ¨

â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¯à®áâà áâ¢® áã¬¬¨àã¥¬ëå í«¥¬¥â®¢ á ¨â¥£à «ì-

®© ®à¬®© | ¯à®áâà áâ¢® �  å  | � â®à®¢¨ç ,   ¨â¥£à « | ®¯¥à â®à

� £ à ¬. �áâ  ¢«¨¢ ¥âáï â ª¦¥ ¢ à¨ â â¥®à¥¬ë � ¤®  | �¨ª®¤¨¬  ¤«ï

 áëé¥ëå ¬¥à.

4.1. �¥®à¥¬ . �«ï áç¥â®  ¤¤¨â¨¢®© ¬¥àë á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¯à®áâà áâ-

¢¥ �  å  | � â®à®¢¨ç  à ¢®á¨«ìë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï:

(1) � |  áëé¥ ï ¬¥à ;

(2)
>>>�>>>|  áëé¥ ï ¬¥à ;

(3) L1(�) | ¯à®áâà áâ¢® �  å  | � â®à®¢¨ç ;

(4) L1(�) | ¯®àï¤ª®¢® ¯®« ï ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  ¨ ®¯¥à â®à T :

L1(�) ! F , ®¯à¥¤¥«¥ë© ä®à¬ã«®© T ~x = I|�|(x)
�
x 2 L1(�)

�
, ï¢«ï¥âáï ®¯¥-

à â®à®¬ � £ à ¬.

C (1) ) (2): �«¥¤ã¥â ¨§ 3.6.

(2) ) (3): �«¥¤ã¥â ¨§ 2.10, 3.6 ¨ ªà¨â¥à¨ï ¯®«®âë à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®-

¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨§ [5, 7].

(3) ) (4): � ª ¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  L1(�) ¯®àï¤ª®¢® �-

¯®« . �® â¥®à¥¬¥ 2.6 F -§ ç ï ®à¬  ¢ L1(�) á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¯®àï¤ª®¢® ¥-

¯à¥àë¢ , â. ¥. ¤«ï ã¡ë¢ îé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (xn) � L1(�) ¢ë¯®«ï¥âáï

o-lim n

>>>xn>>>= 0, ¥á«¨ â®«ìª® o-lim n xn = 0. �®§ì¬¥¬ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®¥

¬®¦¥áâ¢® M � L1(�) á ¢¥àå¥© £à ¨æ¥© u 2 L1(�). �¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é-

®áâ¨ ¬®¦® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® M á®¤¥à¦¨â ¢á¥ í«¥¬¥âë ¢¨¤  x1 _ � � � _ xn
¨ bo-

P
�2� h(b�)x�, £¤¥ fx1; : : : ; xng � M , (x�) � M , ¨ (b�) | à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨-

¨æë ¢ P(F ). � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¤®¡ ¢¨¢ ª M â ª¨¥ í«¥¬¥âë, ¬®¦¥áâ¢® ¢¥àå¨å

£à ¨æM ¥ ¨§¬¥¨âáï. �®«®¦¨¬ f := supf
>>>x>>>: x 2Mg 6

>>>u>>>¨ ¢ë¡¥à¥¬ ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì®áâì (xn) �M , ¤«ï ª®â®à®© f�
>>>xn>>>6 (1=n)f . �á«¨ yn := x1_� � �_xn,

â® f �
>>>yn>>>6 (1=n)f (n 2 N) ¨ (yn) ¢®§à áâ ¥â. �á«¨ y = supn yn, â®

>>>y>>>= f .

�®§ì¬¥¬ â¥¯¥àì ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â z 2 M ¨ ¯à®¢¥à¨¬, çâ® z 6 y. �«ï

íâ®£® § ¬¥â¨¬, çâ® o-lim n yn _ z = y _ z > y ¨ o-lim n

>>>yn _ z
>>>=

>>>y _ z
>>>6 f ,
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â ª ª ª yn _ z 2 M . � ª¨¬ ®¡à §®¬, f 6
>>>y>>> 6

>>>y _ z>>> 6 f , § ç¨â,

f =
>>>y _ z

>>>. �®áª®«ìªã ®à¬  L1(�)  ¤¤¨â¨¢    ª®ãá¥, ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ-
¢  f =

>>>>(y _ z � y) + y
>>>>=>>>y _ z � y

>>>+>>>y>>>=>>>y _ z � y
>>>+f , ®âªã¤ >>>y _ z � y

>>>= 0

¨ y _ z = y. �¥¬ á ¬ë¬ ãáâ ®¢«¥®, çâ® y = sup(M) ¨ L1(�) ¯®àï¤ª®¢® ¯®«®.

� áá¬®âà¨¬  ¯à ¢«¥®¥ ¢¨§ ¬®¦¥áâ¢® D ¨ ¯ãáâì inf(D) = 0. �®«®-

¦¨¬ f := inff
>>>x>>>: x 2 Dg. �®¢â®à¨¢ ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ à ááã¦¤¥¨ï, ¬®¦®

¢ë¡à âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (yn) � L1(�) (¥ á®¤¥à¦ é¨åáï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï,

¢ D) â ªãî, çâ® f = infn
>>>yn>>> ¨ 0 = infn yn. � ª ª ª ®à¬  ¯®àï¤ª®¢® �-

¥¯à¥àë¢ , â® ¯®«ãç ¥¬ f = 0. �¥¬ á ¬ë¬, T ¯®àï¤ª®¢® ¥¯à¥àë¢¥, ¯®áª®«ì-

ªã Tx =
>>>>x+>>>>�>>>>x�>>>>. �¢¨¤ã á¢®©áâ¢  à §«®¦¨¬ëå à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå

¯à®áâà áâ¢ (á¬. [5, 7]) L1(�) ¤®¯ãáª ¥â á®£« á®¢ ãî ¬®¤ã«ìãî áâàãªâãàã

 ¤ Orth(F ). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨ 0 6 f 6 Tx ¤«ï ¥ª®â®à®£® 0 6 x 2 L1(�),

â® áãé¥áâ¢ã¥â � 2 Orth(F ) â ª®©, çâ® f = �Tx = �
>>>x>>>=>>>�x>>>= T (�x). � ª¨¬

®¡à §®¬ T ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ � £ à ¬.

(4) ) (1): �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ á¢®©áâ¢ ®¯¥à â®à  � £ à ¬,

á¬. [7]. B

4.2. �ãáâì � : A ! F ¨ � : A ! Y | ª®¥ç®  ¤¤¨â¨¢ë¥ ¬¥àë. �®-

¢®àïâ, çâ® �  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢  ®â®á¨â¥«ì® � ¨ ¯¨èãâ � � �, ¥á«¨>>>>�(a)>>>>2 �(A)?? ¤«ï ¢á¥å a 2 A. � ª ¢¨¤®, ¨§ � � � á«¥¤ã¥â N (�) � N (�),

¯®íâ®¬ã ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«¥ ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬ % : A=N (�)! A=N (�) ä®à-

¬ã«®© % ��0 = �, £¤¥ �0 | ª ®¨ç¥áª¨© ä ªâ®à-£®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ A ¢ A=N (�).

�¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ �a ¯®àï¤ª®¢ë© ¯à®¥ªâ®à ¢ E, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¥¤¨¨ç-

®¬ã í«¥¬¥âã a 2 A.

4.3. � h �� �, � h � %.

C �¥ ®£à ¨ç¨¢ ï ®¡é®áâ¨ ¬®¦® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® � ¯®«®¦¨â¥«ì-

 . �® ãá«®¢¨î ¤«ï ª ¦¤®£® b 2 B ¢ë¯®«ï¥âáï
>>>>��h(b) ^ �(a)�>>>> 2

�
�
h(b) ^ �0(a)

�??
, áâ «® ¡ëâì, b?�

�
h(b) ^ �(a)

�
= 0 ¤«ï ¢á¥å b 2 B ¨ a 2 A.

�âáî¤  ¢ë¢®¤¨¬ �
�
h(b) ^ �(a)

�
= b�

�
h(b) ^ �(a)

�
. � ¬¥¨¢ b   b?, ¯®«ã-

ç¨¬ b�
�
h(b?) ^ �(a)

�
= 0, ®âªã¤  b�(�(a)) = b�

�
h(b) ^ �(a)

�
. �«¥¤®¢ â¥«ì®,

b�(�(a)) = �
�
h(b) ^ �(a)

�
, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì. B

4.4. �¥®à¥¬  � ¤®  | �¨ª®¤¨¬ . �ãáâì �; � : A ! F | áç¥â®

 ¤¤¨â¨¢ë¥ ¬¥àë, ¯à¨ç¥¬ � ¯®«®¦¨â¥«ì  ¨  áëé¥ . �á«¨ �  ¡á®«îâ®

¥¯à¥àë¢  ®â®á¨â¥«ì® �, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥â y 2 L1(�), çâ®

�(a) =

Z
�ay d� (a 2 A):
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C �à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® j�j 6 �. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à S� : L
1(�)! F

ä®à¬ã«®©

S�(~x) :=

Z
x d� (x 2 L1(�)):

� ª ¢¨¤®, S� � T , áâ «® ¡ëâì, ¯® â¥®à¥¬¥ � ¤®  | �¨ª®¤¨¬  ¤«ï ®¯¥à -

â®à®¢ � £ à ¬ (á¬. [5, 13]) ¬®¦®  ©â¨ â ª®© � 2 Orth(L1(�)), çâ® j�j 6 I ¨

S�(u) = T (�u) (u 2 L(�)). �àâ®¬®àä¨§¬ � ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ �(u) = ~yu

¤«ï ¥ª®â®à®£® ~y 2 L1(�), jyj 6 1, ®âªã¤ 

�(a) = T (�a~y) =

Z
�ay d� (a 2 A):

�â®¡ë à áá¬®âà¥âì ®¡é¨© á«ãç ©, ¯®«®¦¨¬ �n := � ^ (n�) ¨ Sn := S�n (n 2 N).

�®£¤  �n % �, Sn % S� ¨ ¢ á¨«ã ¤®ª § ®£® ¢ëè¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¢®§à áâ î-

é ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (yn) 2 L
1(�), ¤«ï ª®â®à®© �n(a) = I�(�ayn) (a 2 A).

�®áª®«ìªã I�(yn) = �n(1) 6 �(1), ¬®¦® ¯à¨¬¥¨âì â¥®à¥¬ã ® ¬®®â®-

®© áå®¤¨¬®áâ¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, í«¥¬¥â y := supn yn á®¤¥à¦¨âáï ¢ L1(�) ¨
�(a) = I�(�ay) (a 2 A). B

4.5. �¥®à¥¬ã 4.4 ¯®-áãé¥áâ¢ã ãáâ ®¢¨« �. � ©â ¢ [20] ¤àã£¨¬ á¯®á®-

¡®¬. � ¢ë¢¥« íâ®â ä ªâ ¨§ á«¥¤ãîé¥£® ¢á¯®¬®£ â¥«ì®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï, ¥¯®-

áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª îé¥£® ¨§ ®¤®£® à¥§ã«ìâ â  �. � ¯« áª®£® [12; â¥®à¥¬  5]

(á¬. [20; «¥¬¬  4.2]):

�ãáâì � |  áëé¥ ï ¬¥à  á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ C(Q) ¨ T : L2(�)! C(Q)|

®£à ¨ç¥ë© ¯® ®à¬¥ ¬®¤ã«ìë© £®¬®¬®àä¨§¬. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ-

¢¥ ï äãªæ¨ï g 2 L2(�), ¤«ï ª®â®à®©

Tf =

Z
fg d�

�
f 2 L2(�)

�
:

4.6. �ãáâì �|¯®«®¦¨â¥«ì ï  áëé¥ ï ¬¥à . �®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ x!
�x, £¤¥ �x ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© �x(a) := I�(�ax) (a 2 A), ¡ã¤¥â à¥è¥â®çë¬
¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª L1(�) ¨ f�g??.
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