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� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¢¢¥¤¥­® ¯®­ïâ¨¥ ¢­¥è­¥£® á¥ç¥­¨ï ¯®«¨¢¥àáã¬  (äã­ªæ¨®­ «ì­®£® ¯à¥¤-

áâ ¢«¥­¨ï ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ã­¨¢¥àáã¬ ) ¨ ¯®«ãç¥­® ­®¢®¥ äã­ªæ¨®­ «ì­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥

K-¯à®áâà ­áâ¢ ¨ ¢¥ªâ®à­ëå à¥è¥â®ª ¢ ¢¨¤¥ ¢­¥è­¨å á¥ç¥­¨©. � ç áâ­®áâ¨, ¯®áâà®¥­ ¨§®¬®à-

ä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¯à®¨§¢®«ì­®© ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª®© ¨ ¢­¥è­¨¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯®«ï ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå

ç¨á¥« á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ã­¨¢¥àáã¬ .

� à ¬ª å ­®¢®£® äã­ªæ¨®­ «ì­®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ­ ©¤¥­ë  ­ «®£¨ ®á­®¢­ëå ¯®­ïâ¨© ¨ ä ª-

â®¢ â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®à­ëå à¥è¥â®ª. � â®¬ ç¨á«¥, ãáâ ­®¢«¥­®, ª ª¨¥ ¨§ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå á¢®©áâ¢

K-¯à®áâà ­áâ¢ ¨¬¥îâ ý¯®â®ç¥ç­ë¥ ªà¨â¥à¨¨þ.

1. �¢¥¤¥­¨¥

� à ¡®â¥ [2] ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ã­¨¢¥àáã¬  ¯à¥¤«®¦¥­ ã¤®¡­ë©

äã­ªæ¨®­ «ì­ë©  ­ «®£ | ­¥¯à¥àë¢­ë© ¯®«¨¢¥àáã¬, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨© á®¡®© ­¥¯à¥-

àë¢­®¥ à áá«®¥­¨¥ (­ ¤ ­¥ª®â®àë¬ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q), á«®ï¬¨

ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ª« áá¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨ â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢. �à¨ íâ®¬ ¡ã«¥¢®§­ ç­ë©

ã­¨¢¥àáã¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ª« áá  ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ¯®«¨¢¥àáã¬  | ­¥¯à¥-

àë¢­ëå äã­ªæ¨©, á®¯®áâ ¢«ïîé¨å ª ¦¤®© â®çª¥ ª®¬¯ ªâ  Q í«¥¬¥­â á®®â¢¥âáâ¢ãî-

é¥£® á«®ï.

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¢¢¥¤¥­® ¯®­ïâ¨¥ ­¥¯à¥àë¢­®£® ¢­¥è­¥£® á¥ç¥­¨ï, ¢ ®¯à¥¤¥«¥­­®¬

á¬ëá«¥ ®¡®¡é îé¥¥ ¯®­ïâ¨¥ á¥ç¥­¨ï. �­ ç¥­¨¥¬ ¢­¥è­¥£® á¥ç¥­¨ï ¢ â®çª¥ ª®¬¯ ªâ 

Q ï¢«ï¥âáï ­¥ í«¥¬¥­â,   ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® á«®ï ¯®«¨¢¥àáã¬ . � ª¨¬

®¡à §®¬, ¢­¥è­¥¥ á¥ç¥­¨¥ ¯®«¨¢¥àáã¬ , ª ª ¨ á ¬ ¯®«¨¢¥àáã¬, ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­ë¬

à áá«®¥­¨¥¬, ¬­®¦¥áâ¢® ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ª®â®à®£® ­ §ë¢ ¥âáï ¥£® á¯ãáª®¬.

�¯ãáª¨ ¢­¥è­¨å á¥ç¥­¨©, ®¡« ¤ îé¨å ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, ï¢«ïîâáï ¢¥ª-

â®à­ë¬¨ à¥è¥âª ¬¨. �®«¥¥ â®£®, «î¡ ï ¢¥ªâ®à­ ï à¥è¥âª  ®ª §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àä­®©

á¯ãáªã ¯®¤å®¤ïé¥£® ¢­¥è­¥£® á¥ç¥­¨ï.

� ¯®¬®éìî ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ã­¨¢¥àáã¬  ¢ ¢¨¤¥ ¯®«¨¢¥àáã¬  ¢ à ¡®-

â¥ [3] ¢¢¥¤¥­® ¯®­ïâ¨¥ ¡¥áª®­¥ç­®© ¡«¨§®áâ¨ í«¥¬¥­â®¢ ­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ 

(¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«) ¢­ãâà¨ á«®ï ¯®«¨¢¥àáã¬  ¨ ¯à¥¤«®¦¥­ë  ­ «®£¨

­¥ª®â®àëå â¥®à¥¬ ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­®£®  ­ «¨§ , ª á îé¨¥áï ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«. �

â®¬ ç¨á«¥, ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® ª ¦¤®¥ ®£à ­¨ç¥­­®¥ ç¨á«® � ¨¬¥¥â áâ ­¤ àâ­ãî ç áâì
�� | ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ áâ ­¤ àâ­®¥ ç¨á«®, ¡¥áª®­¥ç­® ¡«¨§ª®¥ ª �.

�®­ïâ¨¥ áâ ­¤ àâ­®© ç áâ¨ ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ï¢­®¥ ®¯¨á ­¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬ 

¬¥¦¤ã á¯ãáª ¬¨ ¢­¥è­¨å á¥ç¥­¨© ¯®«¨¢¥àáã¬  ¨ ¯®¤à¥è¥âª ¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢  C1(Q),

¯à¥¤áâ ¢«ïîé¥£® á®¡®© ®¡é¨© ¢¨¤ à áè¨à¥­­®£® K-¯à®áâà ­áâ¢ . � ¨¬¥­­®, ª ¦¤ ï
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¯®¤à¥è¥âª  C1(Q) á®¢¯ ¤ ¥â á à¥è¥âª®© äã­ªæ¨© q 7!
�u(q), £¤¥ u| í«¥¬¥­âë á¯ãáª 

­¥ª®â®à®£® ¢­¥è­¥£® á¥ç¥­¨ï ¯®«¨¢¥àáã¬ .

�®¢®¥ äã­ªæ¨®­ «ì­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ã¯à®é âì ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¬­®£¨å

ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ® K-¯à®áâà ­áâ¢ å ¨ ¢¥ªâ®à­ëå à¥è¥âª å á ¯®¬®éìî ¯¥à¥å®¤  ª ¨å ý¯®-

â®ç¥ç­ë¬þ  ­ «®£ ¬. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ä®à¬ «¨§®¢ ­® ¯®­ïâ¨¥ ¯®â®ç¥ç­®£® ªà¨â¥à¨ï

¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® á¢®©áâ¢  ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¨ ¨ ãáâ ­®¢«¥­®, ª ª¨¥ ¨§ à áá¬ âà¨¢ -

¥¬ëå á¢®©áâ¢ ¨¬¥îâ ¯®â®ç¥ç­ë¥ ªà¨â¥à¨¨.

�¥®¡å®¤¨¬ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ¨§ ­¥áâ ­¤ àâ­®£®  ­ «¨§  á¬. [4{6].

2. �à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï

�®¬¯ ªâ ­ §ë¢ ¥âáï íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬, ¥á«¨ § ¬ëª ­¨¥ «î¡®£® ¥£® ®âªàë-

â®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ®âªàëâ®. �  ¯à®âï¦¥­¨¨ ¢á¥£® â¥ªáâ  Q | íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§-

­ë© ª®¬¯ ªâ. �¨¬¢®«®¬ Clop(Q) ®¡®§­ ç îâ á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâëå

¯®¤¬­®¦¥áâ¢ Q,   á¨¬¢®«®¬ Clop(q) | á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâëå ¯®¤¬­®-

¦¥áâ¢ Q, á®¤¥à¦ é¨å â®çªã q 2 Q.

�®çª  â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­ §ë¢ ¥âáï �-¨§®«¨à®¢ ­­®© (¨«¨

P -â®çª®©), ¥á«¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ «î¡®£® áç¥â­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¥¥ ®ªà¥áâ­®áâ¥© ï¢«ï¥âáï

®ªà¥áâ­®áâìî íâ®© â®çª¨.

�ãáâì D | ¢áî¤ã ¯«®â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Q ¨ f : D ! R| ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® äã­ªæ¨ï f ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« � 2 R ¢ â®çª¥ q 2 Q, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®©

®âªàëâ®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ V â®çª¨ � ­ ©¤¥âáï ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì U â®çª¨ q â ª ï,

çâ® f [U ] � V . �« £®¤ àï ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ f ­ è¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯à¥¤¥«  ®â«¨ç ¥âáï ®â

ª« áá¨ç¥áª®£® «¨èì â¥¬, çâ® §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨¨ ¢ ¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®çª å ®¡êï¢«ïîâáï

¥¥ ¯à¥¤¥« ¬¨ ¢ íâ¨å â®çª å. � áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® D ¢á¥å â®ç¥ª q 2 Q, ¢ ª®â®àëå

äã­ªæ¨ï f ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«, ¨ ®¡®§­ ç¨¬ íâ®â ¯à¥¤¥« ç¥à¥§ �f(q). �ã­ªæ¨ï �f : D ! R, ®ç¥-

¢¨¤­®, ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ f . �§¢¥áâ­®, çâ® äã­ªæ¨ï �f ­¥¯à¥àë¢­  ¨ ®¯à¥¤¥«¥­ 

­  ª®â®é¥¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ Q, (á¬. [1, �¥®à¥¬  1.1.1]). �ã­ªæ¨î �f ­ §ë¢ îâ ¬ ªá¨-

¬ «ì­ë¬ à áè¨à¥­¨¥¬ f . �¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  ¢áî¤ã ¯«®â­®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ Q äã­ªæ¨ï

­ §ë¢ ¥âáï à áè¨à¥­­®©, ¥á«¨ ®­  á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ à áè¨à¥­¨¥¬.

�­®¦¥áâ¢® à áè¨à¥­­ëå äã­ªæ¨© ®¡®§­ ç îâ á¨¬¢®«®¬ C1(Q). � ¬¥â¨¬, çâ®

«î¡ ï äã­ªæ¨ï f 2 C1(Q) ¨¬¥¥â ¯à®¤®«¦¥­¨¥ f 2 C(Q;R). �¢¥ äã­ªæ¨¨ f; g 2

C1(Q) à ¢­ë ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ®­¨ à ¢­ë ­  ¢áî¤ã ¯«®â­®¬ ¯®¤¬­®-

¦¥áâ¢¥ Q.

�®¤à®¡­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® à áè¨à¥­­ëå äã­ªæ¨ïå ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [1, x1.1].

� ¯à®¨§¢®«ì­®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ á¨¬¢®« ? ®¡®§­ ç ¥â ®â­®è¥­¨¥ ¤¨§êî­ªâ­®áâ¨:

a?b , a ^ b = 0. �¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ­ §ë¢ ¥âáï ¤¨§êî­ªâ­ë¬,

¥á«¨ «î¡ë¥ ¤¢  ¥£® í«¥¬¥­â  ¯®¯ à­® ¤¨§êî­ªâ­ë.

�¥®à¥¬  (¯à¨­æ¨¯ ¨áç¥à¯ë¢ ­¨ï). �ãáâì B | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �®£¤ 

¤«ï ¢áïª®£® á¥¬¥©áâ¢  (a�)�2� í«¥¬¥­â®¢ B áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¤¨§êî­ªâ­®¥ á¥¬¥©áâ¢®

(b�)�2�, çâ® b� 6 a� ¤«ï ¢á¥å � 2 � ¨ sup�2� a� = sup�2� b�.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®á«¥¤­¥© â¥®à¥¬ë ¬®¦­® ­ ©â¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [7, â¥®à¥¬  20.2].

�¥®à¥¬  �â®ã­  | �£ á ¢ àë [8, 9]. �ãáâì B | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¨

Q | á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ ¢ B. �«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥­â  b 2 B ®¡®§­ ç¨¬

¬­®¦¥áâ¢® fq 2 Q : b 2 qg ç¥à¥§ b̂. �­®¦¥áâ¢® fb̂ : b 2 Bg ï¢«ï¥âáï ¡ §®© ­¥ª®â®à®© â®-

¯®«®£¨¨ ­  Q, ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®à®© Q ï¢«ï¥âáï íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬.
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�à®¬¥ â®£®, ®â®¡à ¦¥­¨¥ b 7! b̂ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¡ã«¥¢ ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¬¨ B

¨ Clop(Q)

�®¬¯ ªâ Q, ¯®áâà®¥­­ë© ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯®á«¥¤­¥© â¥®à¥¬ë, ­ §ë¢ ¥âáï áâ®ã-

­®¢áª¨¬ ª®¬¯ ªâ®¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B.

�áî¤ã ­¨¦¥ ¯®¤ ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª®© ¬ë ¯®­¨¬ ¥¬ à¥è¥â®ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¢¥ª-

â®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �à¨ íâ®¬, ¥á«¨ ï¢­® ­¥ ®£®¢®à¥­® ¯à®â¨¢­®¥, ¢á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥-

¬ë¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ à¥è¥âª¨ ¯à¥¤¯®« £ îâáï  àå¨¬¥¤®¢ë¬¨.

� ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¥ E í«¥¬¥­âë e ¨ f ­ §ë¢ îâáï ¤¨§êî­ªâ­ë¬¨, ¥á«¨ jej^jf j =

0. �¨§êî­ªâ­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ fe 2 E : e?f ¤«ï ¢á¥å f 2 Fg ¬­®¦¥áâ¢  F � E ®¡®§­ ç -

¥âáï ç¥à¥§ F?. �®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¨, ¨¬¥îé¥¥ ¢¨¤ F?? ¤«ï ­¥ª®â®à®£®

F � E, ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«®á®©. �®¤¬­®¦¥áâ¢® F � E ï¢«ï¥âáï ¯®«®á®© â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  F?? = F . �®«®áë ¢¨¤  feg??, £¤¥ e 2 E, ­ §ë¢ îâáï £« ¢­ë¬¨. �®«®-

áë ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¨ ®¡à §ãîâ ¯®«­ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã. �«¥¬¥­â 1 2 E ­ §ë¢ ¥âáï

á« ¡®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨­¨æ¥©, ¥á«¨ 1 > 0 ¨ f1g?? = E, ¨ á¨«ì­®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨­¨æ¥©,

¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥­â  e 2 E áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® � 2 R â ª®¥, çâ® jej 6 �1 â® í«¥¬¥­â

1 2 E.

�¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à � : E ! E ­ §ë¢ ¥âáï ¯®àï¤ª®¢ë¬ ¯à®¥ªâ®à®¬, ¥á«¨ �2 = �

¨ 0 6 �e 6 e ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå í«¥¬¥­â®¢ e 2 E. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®àï¤ª®-

¢ëå ¯à®¥ªâ®à®¢ ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¨ E ®¡®§­ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ Pr(E). �¡à § «î¡®£®

¯®àï¤ª®¢®£® ¯à®¥ªâ®à  ï¢«ï¥âáï ¯®«®á®©. � ¦¤ë© ¯®àï¤ª®¢ë© ¯à®¥ªâ®à ®¤­®§­ ç­®

®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬ ®¡à §®¬. �®àï¤ª®¢ë¥ ¯à®¥ªâ®àë ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¨ E ®¡à §ãîâ

¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã. � ¯à®áâà ­áâ¢¥ C1(Q) ¤«ï «î¡®£® ¯®àï¤ª®¢®£® ¯à®¥ªâ®à  � ­ ©¤¥â-

áï ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® P 2 Clop(Q) â ª®¥, çâ® �f = �P f ¤«ï ¢á¥å f 2 C1(Q),

£¤¥ �P | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ¬­®¦¥áâ¢  P . �®®â¢¥âáâ¢¨¥ � 7! P ï¢«ï¥âáï

¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¬¥¦¤ã ¡ã«¥¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ Pr
�
C1(Q)

�
¨ Clop(Q).

�­®¦¥áâ¢® F � E ­ §®¢¥¬ ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª¨¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥­â®¢

f1; : : : ; fn 2 F ¨ ¤«ï «î¡ëå ¯®¯ à­® ¤¨§êî­ªâ­ëå ¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®¥ªâ®à®¢ �1; : : : ; �n 2

Pr(E) í«¥¬¥­â �1f1 + � � �+ �nfn ¯à¨­ ¤«¥¦¨â F .

�®â ä ªâ, çâ® á¥âì (e�)�2A ¬®­®â®­­® ã¡ë¢ ¥â ¨ inf�2A = e, ª®à®âª® ®¡®§­ ç îâ

ä®à¬ã«®© e�#e. �®¢®àïâ, çâ® á¥âì (e�)�2A o-áå®¤¨âáï ª í«¥¬¥­âã e 2 E ¨ ¯¨èãâ e = o-

lim�2A e�, ¥á«¨ ¢ E ­ ©¤¥âáï á¥âì (f�)�2B â ª ï, çâ® 8� 2 B 9� 2 A 8� > � je�� ej 6

f� . �á«¨ ¢ à®«¨ á¥â¨ (f�)�2B ¢ëáâã¯ ¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (f=n)n2N ¤«ï ­¥ª®â®à®£®

f > 0, â® £®¢®àïâ, çâ® á¥âì (e�)�2A r-áå®¤¨âáï ª í«¥¬¥­âã e 2 E (á à¥£ã«ïâ®à®¬ f) ¨

¯¨èãâ e = r-lim�2A e�.

�¥ªâ®à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® F � E ­ §ë¢ îâ (¯®àï¤ª®¢ë¬) ¨¤¥ «®¬ ¢¥ªâ®à­®©

à¥è¥âª¨ E, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå f 2 F ¨ e 2 E ¨§ jej 6 jf j á«¥¤ã¥â e 2 F . �¤¥ « F

­ §ë¢ îâ £« ¢­ë¬ (¯®à®¦¤¥­­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ e 2 F ) ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  f 2 F

¢¥à­® jf j 6 njej ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ç¨á«  n 2 N. �¤¥ « F ­ §ë¢ îâ äã­¤ ¬¥­â®¬, ¥á«¨

F?? = E.

�à®áâà ­áâ¢®¬ � ­â®à®¢¨ç  ¨«¨ K-¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à­ ï à¥-

è¥âª , ¢ ª®â®à®© «î¡®¥ ®£à ­¨ç¥­­®¥ á¢¥àåã (á­¨§ã) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¨¬¥¥â â®ç-

­ãî ¢¥àå­îî (­¨¦­îî) £à ­¨æã. � áè¨à¥­­ë¬ K-¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ §ë¢ ¥âáï

K-¯à®áâà ­áâ¢®, ¢ ª®â®à®¬ «î¡®¥ ¤¨§êî­ªâ­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ®£à ­¨ç¥­®. �î¡®¥

K-¯à®áâà ­áâ¢® ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â®¬ ­¥ª®â®à®£® (¥¤¨­áâ¢¥­­®£® á â®ç­®áâìî ¤®

¨§®¬®àä¨§¬ ) à áè¨à¥­­®£® K-¯à®áâà ­áâ¢ . �î¡®¥ à áè¨à¥­­®¥ K-¯à®áâà ­áâ¢®

¨§®¬®àä­® ¯à®áâà ­áâ¢ã C1(Q), £¤¥ Q | áâ®ã­®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¯®-

«®á ¤ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .
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�¨¬¢®«®¬ V ¬ë ®¡®§­ ç ¥¬ ª« áá ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢ ¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® V ï¢«ï¥âáï

¬®¤¥«ìî ZFC (  â®ç­¥¥, NBG; á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [4, x 1.3]).

�ãáâì QV � Q�V | ª« áá-á®®â¢¥âáâ¢¨¥, ­  ª®â®à®¬ § ¤ ­  ­¥ª®â®à ï â®¯®«®£¨ï

(á¬. [2, 1.2]). �« áá ¢á¥å ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ QV ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§

Clop(QV ). �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q 2 Q ª« áá

QV \
�
fqg � V

�
=
�
(q; x) : (q; x) 2 QV

	

®¡®§­ ç îâ á¨¬¢®«®¬ q
V. �®®â¢¥âáâ¢¨¥ QV ­ §ë¢ îâ ­¥¯à¥àë¢­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬

­ ¤ Q,   ª« áá q
V | á«®¥¬ à áá«®¥­¨ï QV ¢ â®çª¥ q. �ã­ªæ¨î u : D ! QV ­ §ë¢ îâ

á¥ç¥­¨¥¬ à áá«®¥­¨ï QV ­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ D � Q, ¥á«¨ u(q) 2 q
V ¤«ï ¢á¥å q 2 D. �®¤

­¥¯à¥àë¢­ë¬ á¥ç¥­¨¥¬ à áá«®¥­¨ï QV ¯®­¨¬ ¥âáï á¥ç¥­¨¥, ï¢«ïîé¥¥áï ­¥¯à¥àë¢­®©

äã­ªæ¨¥©. �«ï «î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  D � Q á¨¬¢®«®¬ C(D;QV ) ®¡®§­ ç ¥âáï ª« áá

¢á¥å ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© QV ­ ¤ D.

� ª ãáâ ­®¢«¥­® ¢ [2, ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.3 ¨ 2.5], ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï

(1) 8 q 2 Q 8x 2 q
V 9u 2 C(Q;QV ) u(q) = x;

(2) 8u 2 C(Q;QV ) 8A 2 Clop(Q) u(A) 2 Clop(QV ),

â® ­¥¯à¥àë¢­®¥ à áá«®¥­¨¥ QV ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(i) â®¯®«®£¨ï QV å ãá¤®àä®¢ ;

(ii) ¤«ï «î¡ëå u 2 C(Q;QV ) ¨ q 2 Q ¬­®¦¥áâ¢®
�
u(A) : A 2 Clop(q)

	
ï¢«ï¥âáï

¡ §®© ®ªà¥áâ­®áâ¥© â®çª¨ u(q);

(iii) ¢á¥ í«¥¬¥­âë C(Q;QV ) ï¢«ïîâáï ®âªàëâë¬¨ ¨ § ¬ª­ãâë¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨;

(iv) â®¯®«®£¨ï QV íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ .

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¬ë ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q 2 Q ª« áá q
V ï¢«ï¥â-

áï  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬®© á¨£­ âãàë f2g. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ã«ë '(t1; : : : ; tn)

á¨£­ âãàë f2g ¨ á¥ç¥­¨© u1; : : : ; un à áá«®¥­¨ï QV á¨¬¢®«®¬ f'(u1; : : : ; un)g ®¡®§­ -

ç îâ ¬­®¦¥áâ¢®
�
q 2 domu1 \ � � � \ domun :

q
V j= '

�
u1(q); : : : ; un(q)

�	
:

�«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  x 2 U, £¤¥ U | ª« áá¨ç¥áª ï ¨«¨ ¡ã«¥¢®§­ ç­ ï (á¬. [4])

 «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  á¨£­ âãàë f2g, á¯ãáª®¬ x ­ §ë¢ ¥âáï ª« áá x# = fy 2 U : U j=

y2xg. �á«¨ ¢ á¨áâ¥¬¥ U ¨áâ¨­­   ªá¨®¬  íªáâ¥­á¨®­ «ì­®áâ¨, â® ¤«ï ¢á¥å x; y 2 U à -

¢¥­áâ¢  x# = y# ¨ x = y à ¢­®á¨«ì­ë. � «¥¥ ­ á ¢ ®á­®¢­®¬ ¡ã¤ãâ ¨­â¥à¥á®¢ âì á«ãç ¨

U = q
V ¨ U = C(Q;QV). �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® á¥ç¥­¨ï u 2 C(Q;QV ) ª« áá

S
q2Q u(q)#

­ §ë¢ ¥âáï à á¯ ª®¢ª®© á¥ç¥­¨ï u ¨ ®¡®§­ ç âáï á¨¬¢®«®¬ xuy. �¥¯à¥àë¢­®¥ à á-

á«®¥­¨¥ QV ­ §ë¢ ¥âáï (­¥¯à¥àë¢­ë¬) ¯®«¨¢¥àáã¬®¬ ­ ¤ Q, ¥á«¨ ¢ ª ¦¤®¬ á«®¥ q
V

(q 2 Q) ¨áâ¨­­ë  ªá¨®¬ë íªáâ¥­á¨®­ «ì­®áâ¨ ¨ à¥£ã«ïà­®áâ¨ ¨, ªà®¬¥ â®£®, ¢ ¤®¯®«-

­¥­¨¥ ª (1) ¨ (2) ¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

(3) 8u 2 C(Q;QV ) xuy 2 Clop(QV );

(4) 8X 2 Clop(QV ) 9u 2 C(Q;QV ) xuy = X.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå á¥ç¥­¨© u; v 2 C(Q;QV ) ¬­®¦¥áâ¢  fu = vg ¨ fu 2 vg ®âªàëâ®-

§ ¬ª­ãâë (á¬. [2, 3.3]), çâ® ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥­¨¥ ¤¢¥ ª« áá-äã­ªæ¨¨

k �= � k; k �2 � k : C(Q;QV )� C(Q;QV )! Clop(Q);

¯®« £ ï ku= vk = fu= vg ¨ ku2 vk = fu2 vg. �¥á«®¦­® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® âà®©ª �
C(Q;QV ); k �= � k; k �2 � k

�
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®â¤¥«¨¬ãî Clop(Q)-§­ ç­ãî  «£¥¡à ¨-

ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã. � ª ¯®ª § ­® ¢ [2, â¥®à¥¬  4.10], ª« áá ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ¯®«¨-

¢¥àáã¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡é¨© ¢¨¤ ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ã­¨¢¥àáã¬ . �®ç­¥¥, ¥á«¨ Q|
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áâ®ã­®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¯®«­®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B, â® ª« áá C(Q;QV ) ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥-

ç¥­¨© ¯®«¨¢¥àáã¬  QV ­ ¤ Q ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®§­ ç­ë¬ ã­¨¢¥àáã¬®¬ ­ ¤ Clop(Q), ¨

¤«ï «î¡®£® ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ã­¨¢¥àáã¬  U ­ ¤ B áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«¨¢¥àáã¬ QV ­ ¤ Q,

ª« áá C(Q;QV ) ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ª®â®à®£® ¨§®¬®àä¥­ U.

�®¤à®¡­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® ­¥¯à¥àë¢­ëå à áá«®¥­¨ïå ¨ ­¥¯à¥àë¢­®¬ ¯®«¨¢¥àáã¬¥ ¨¬¥-

îâáï ¢ [2].

�áî¤ã ¤ «¥¥ Q
V | ­¥¯à¥àë¢­ë© ¯®«¨¢¥àáã¬. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ä¨ªá¨àã¥¬

á«®© q
V ¢ â®çª¥ q 2 Q. (� ¬¥â¨¬, çâ® q

V ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®¤¥«ì ZFC.)

�á«®¢¨¬áï ®¡®§­ ç âì á¨¬¢®« ¬¨ R ¨ N ¬­®¦¥áâ¢  ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ¨ ­ âãà «ì­ëå

ç¨á¥« (0 =2 N),   á¨¬¢®« ¬¨ R ¨ N | í«¥¬¥­âë C(Q;QV), ï¢«ïîé¨¥áï ¢ C(Q;QV) ãª -

§ ­­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨. �¢¥¤¥¬ â ª¦¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï q
R = R(q), qN = N (q), ¨ ¤«ï ç¨á« 

� 2 R á¨¬¢®«®¬ q� ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì í«¥¬¥­â �^(q) 2 q
V, £¤¥ (�)^ | ª ­®­¨ç¥áª®¥

¢«®¦¥­¨¥ V ¢ C(Q;QV) (á¬. [4, 2.2.7]). �á«¨ í«¥¬¥­â X ï¢«ï¥âáï ¢­ãâà¨ q
V ¯®«¥¬ ¨«¨

ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬, â® ­  X# ¬®¦­® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢¥áâ¨ ®¯¥à æ¨¨

¯®«ï ¨«¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª . � ¯à¨¬¥à, ¤«ï �; � 2 q
R# áã¬¬  �+ �

®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª â ª®© í«¥¬¥­â 
 2 q
R#, çâ® q

V j= (
 = �+ �).

�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® á¯ãáª ¯®«ï ï¢«ï¥âáï ¯®«¥¬. �­®¦¥áâ¢® q
R# ï¢«ï¥âáï â ª¦¥

¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª®© (¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥  àå¨¬¥¤®¢®©).

�à¨ ª« áá¨ç¥áª®¬ ¯®¤å®¤¥ ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« (¢ ¢¨¤¥ ¤¥¤¥ª¨­-

¤®¢ëå á¥ç¥­¨©) ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  � 2 R í«¥¬¥­â q� 2 q
V ï¢«ï¥âáï ç¨á«®¬ ¢­ãâà¨ q

V,

â. ¥. q� 2 q
R#. �ã­ªæ¨ï q(�) : R ! q

R# ¨­ê¥ªâ¨¢­  ¨ á®åà ­ï¥â ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª  ¨

®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï ¨ ã¬­®¦¥­¨ï. �à®¬¥ â®£®, N^ (q) = q
N ¨ R^ (q) � q

R ¢­ãâà¨ q
V.

�á«®¢¨¬áï ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì í«¥¬¥­âë � 2 R ¨ q� 2 q
R# ¨ â¥¬ á ¬ë¬

áç¨â âì, çâ® R � q
R#.

�«¥¬¥­âë q
R# ­ §ë¢ îâ ¢­ãâà¥­­¨¬¨ ç¨á« ¬¨. �­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«® � ­ §ë¢ ¥âáï

áâ ­¤ àâ­ë¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® � 2 R çâ® q� = �. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á

ãç¥â®¬ ¯à¨­ïâ®£® á®£« è¥­¨ï ¬ë ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬ áâ ­¤ àâ­ë¥ ç¨á«  ¨ í«¥¬¥­âë R.

�£à ­¨ç¥­­ë¬ ç¨á«®¬ ­ §ë¢ îâ ¢­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«®, ¬®¤ã«ì ª®â®à®£® ¬¥­ìè¥ ­¥ª®-

â®à®£® áâ ­¤ àâ­®£® ç¨á« , ¨ á¨¬¢®«®¬ O(qR) ®¡®§­ ç îâ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®£à ­¨ç¥­-

­ëå ç¨á¥«. �¨á« , ­¥ ï¢«ïîé¨¥áï ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨, ­ §ë¢ îâáï ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè¨¬¨.

�­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«® � ­ §ë¢ ¥âáï ¡¥áª®­¥ç­® ¬ «ë¬, ¥á«¨ j�j < � ¤«ï «î¡®£® áâ ­-

¤ àâ­®£® ç¨á«  � > 0. �¨¬¢®«®¬ o(qR) ®¡®§­ ç îâ ¬­®¦¥áâ¢® ¡¥áª®­¥ç­® ¬ «ëå

¢­ãâà¥­­¨å ç¨á¥«. �®¢®àïâ, çâ® ¤¢  ¢­ãâà¥­­¨å ç¨á«  ¡¥áª®­¥ç­® ¡«¨§ª¨, ¥á«¨ ¨å

à §­®áâì ¡¥áª®­¥ç­® ¬ « . �â­®è¥­¨¥ ¡¥áª®­¥ç­®© ¡«¨§®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢­ãâà¥­­¨å ç¨á¥«. �á«®¢¨¬áï ®¡®§­ ç âì á¨¬¢®«®¬ [�]

ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, á®¤¥à¦ é¨© ¢­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«® �.

�«ï «î¡®£® ®£à ­¨ç¥­­®£® ç¨á«  � áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ áâ ­¤ àâ­®¥ ç¨á«®

�, ¡¥áª®­¥ç­® ¡«¨§ª®¥ ª � (á¬. [3, ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 3]). �¨á«® � ­ §ë¢ îâ áâ ­¤ àâ­®©

ç áâìî � ¨ ®¡®§­ ç îâ ç¥à¥§ ��.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå �; � 2R ¨ �; �2 q
R# á¯à ¢¥¤«¨¢®

à ¢¥­áâ¢® �(��+ ��) = � ��+ � ��.

� [3] ¯®ª § ­®, çâ® ­¥áâ ­¤ àâ­ë¥ ç¨á«  ¥áâì â®«ìª® ¢ á«®ïå ¯®«¨¢¥àáã¬ , á®®â-

¢¥âáâ¢ãîé¨å ­¥ �-¨§®«¨à®¢ ­­ë¬ â®çª ¬. � â®© ¦¥ à ¡®â¥ á®¤¥à¦ âáï ¯®¤à®¡­ë¥

á¢¥¤¥­¨ï ® ¢­ãâà¥­­¨å ç¨á« å.

�­ «®£¨ç­® â®¬ã, ª ª ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ q
R# ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥­ë ®¯¥à æ¨¨ ¯®«ï, § ¤ ¤¨¬

­  ¬­®¦¥áâ¢¥ R# ®¯¥à æ¨¨ ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­ ¤ R ¨ ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª . �



�ã­ªæ¨®­ «ì­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢ � ­â®à®¢¨ç  1{39

ç áâ­®áâ¨, ¤«ï u; v 2 R# ¨ �; � 2 R áã¬¬®© �u+�v ï¢«ï¥âáï â ª®© í«¥¬¥­â w 2 R#, çâ®

C(Q;QV) j= (w = �^u+�^v). �ç¥¢¨¤­®, R# ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª®©, ¢ ª®â®à®©,

­ ¯à¨¬¥à, áã¯à¥¬ã¬®¬ u _ v í«¥¬¥­â®¢ u; v 2 R# ï¢«ï¥âáï â ª®© í«¥¬¥­â w 2 R#,

çâ® C(Q;QV) j= u _ v. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢¢¥¤¥­­ë¥ ­  R# ®¯¥à æ¨¨ ¨ ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª 

ï¢«ïîâáï ¯®â®ç¥ç­ë¬¨, â. ¥. ­ ¯à¨¬¥à, (�u + �v)(q) = �u(q) + �v(q) ¤«ï ¢á¥å q 2 Q,

£¤¥ u; v 2 R#, �; � 2 R,   ­¥à ¢¥­áâ¢® u 6 v à ¢­®á¨«ì­® u(q) 6 v(q) ¤«ï ¢á¥å q 2 Q.

�à®¬¥ â®£®, ­  R# ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ ®¯¥à æ¨î ã¬­®¦¥­¨ï ¯®  ­ «®£¨¨ á â¥¬ ª ª íâ®

¡ë«® á¤¥« ­® ¤«ï q
R#. � à¥§ã«ìâ â¥ § ¯¨á¨ �^u ¨ �u, £¤¥ � 2 R ¨ u 2 R#, ®¡®§­ ç îâ

®¤­® ¨ â® ¦¥ á¥ç¥­¨¥.

3. �§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã R# ¨ C1(Q)

�â ­¤ àâ­®© ç áâìî á¥ç¥­¨ï u 2 R# ­ §®¢¥¬ R-§­ ç­ãî äã­ªæ¨î �u, ®¯à¥-

¤¥«¥­­ãî ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ dom �u â¥å â®ç¥ª q 2 Q, ¢ ª®â®àëå ¢­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«® u(q)

®£à ­¨ç¥­®, ¯®« £ ï (�u)(q) = �
�
u(q)

�
¤«ï ¢á¥å q 2 dom �u.

�¥ç¥­¨¥ u 2 R# ­ §®¢¥¬ ®£à ­¨ç¥­­ë¬ (­  ¬­®¦¥áâ¢¥ D � Q), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®©

â®çª¨ q 2 Q (q 2 D) ¢­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«® u(q) ®£à ­¨ç¥­®. �­®¦¥áâ¢® ®£à ­¨ç¥­­ëå

á¥ç¥­¨© ¨§R# ®¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ O(R#). �¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® O(R#)

ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à­®© ¯®¤à¥è¥âª®© R#.

�¥¬¬  1. �¥ç¥­¨¥ u 2 R# ®£à ­¨ç¥­® ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  áãé¥áâ-

¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® � 2 R, çâ® juj 6 �^.

C �ãáâì á¥ç¥­¨¥ u 2 R# ®£à ­¨ç¥­®. �«ï «î¡®© â®çª¨ q 2 Q ­ ©¤¥âáï ç¨á«®

�q 2 R, â ª®¥ çâ® ju(q)j 6
q(�q). �­®¦¥áâ¢® fkjuj 6 �^q k : q 2 Qg ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬

¯®ªàëâ¨¥¬ ª®¬¯ ªâ  Q. �ë¡¥à¥¬ ¨§ íâ®£® ¯®ªàëâ¨ï ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥ kjuj 6

�^q1k; : : : ; kjuj 6 �^qnk, ¨ ¯®«®¦¨¬ � = max16i6n �i. �á­®, çâ® juj 6 �^. �¡à â­ ï

¨¬¯«¨ª æ¨ï ®ç¥¢¨¤­ . B

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �«ï «î¡®£® á¥ç¥­¨ï u 2 R# äã­ªæ¨ï �u ¯à¨­ ¤«¥¦¨â C1(Q).

C �®ª ¦¥¬, çâ® dom �u| ¢áî¤ã ¯«®â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Q. �ãáâì á¥ç¥­¨¥ N 2 R#

ï¢«ï¥âáï ¢ C(Q;QV) æ¥«®© ç áâìî ç¨á«  u. �®£¤ 

Q = kN 2 Nk = kN 2 N^k

= cl
[

n2N

fq 2 Q : N(q) = n^(q)g

� cl
[

n2N

fq 2 Q : N(q) 6 n^(q)g

= cl
[

n2N

fq 2 Q : u(q) 6 n^(q)g = cl dom �u:

� «¥¥, ¯®ª ¦¥¬, çâ® äã­ªæ¨ï �u ®¯à¥¤¥«¥­  ­  ®âªàëâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¨ ­¥¯à¥àë¢-

­ . �«ï «î¡ëå q 2 dom �u ¨ " 2 R ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢ 

(�u(q)� "
2
)^(q) < u(q) < (�u(q) + "

2
)^(q):

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®¦¥áâ¢®

P (q; ") = k(�u(q)� "
2
)^ < u < (�u(q) + "

2
)^k
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ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®áâìî â®çª¨ q, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï �u ®âªàëâ .

�à®¬¥ â®£®,
�u
�
P (q; ")

�
�
�
�u(q)� "; �u(q) + "

�
;

  §­ ç¨â, äã­ªæ¨ï �u ­¥¯à¥àë¢­ .

�«ï «î¡ëå q 2 Qndom �u ¨ n 2 N ®ªà¥áâ­®áâì P (q; n) = ku > n^k â®çª¨ q

ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â­®è¥­¨î �u
�
P (q; n)

�
> n. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, äã­ªæ¨ï �u ­¥ ¨¬¥¥â

¯à¥¤¥«  ¢ «î¡®© â®çª¥ ¢­¥ á¢®¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨, â¥¬ á ¬ë¬, á®¢¯ ¤ ¥â á®

á¢®¨¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ à áè¨à¥­¨¥¬. B

�¥¬¬  2. �«ï «î¡ëå u1; u2 2 R# ¨ �1; �2 2 R ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® �(�1u1 +

�2u2) = �1
�u1 + �2

�u2.

C �®£« á­® § ¬¥ç ­¨î 1 ¤«ï ¢á¥å q 2 dom �u1 \ dom �u1 ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥
�(�1u1+�2u2)(q) = �1

�u1(q)+�2
�u2(q). �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¯® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 1 ¢á¥

à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ äã­ªæ¨¨ ï¢«ïîâáï í«¥¬¥­â ¬¨ C1(Q). B

�¥¬¬  3. �ãáâì u1; u2 2 R#. �®£¤  u1 6 u2 ,
�u1 6

�u2 (¢ ç áâ­®áâ¨, u1 = u2 ,
�u1 =

�u2).

C �®«®¦¨¬ u = u2 � u1. � ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 2 ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® u > 0 ,
�u > 0.

�­ ç «  ¤®ª ¦¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì à ¢¥­áâ¢ u = 0 ¨ �u = 0. �¥à¢®¥ à ¢¥­áâ¢®,

®ç¥¢¨¤­®, ¢«¥ç¥â ¢â®à®¥. �®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥. �ãáâì �u = 0. �¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ P

¬­®¦¥áâ¢® ku 6= 0k ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬ ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® P 6= ?. �¯à¥¤¥«¨¬

á¥ç¥­¨¥ v á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: v(q) = q1=u(q) ¯à¨ q 2 P ¨ v(q) = q1 ¯à¨ q 2 QnP .

�ç¥¢¨¤­®, çâ® á¥ç¥­¨¥ v ­¥¯à¥àë¢­®. �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 1 á¥ç¥­¨¥ v ®£à ­¨ç¥­® ­ 

¢áî¤ã ¯«®â­®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ Q ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ ­¥ª®â®à®© â®çª¥ q 2 P . �®áª®«ìªã

¢­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«® q1=u(q) ®£à ­¨ç¥­®, �u(q) 6= 0, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â à ¢¥­áâ¢ã �u = 0.

�¥¯¥àì ¯®ª ¦¥¬, çâ® �u > 0, u > 0. �¬¯«¨ª æ¨ï ý)þ ®ç¥¢¨¤­ . �® ¤®ª § ­­®-

¬ã ¢ëè¥ u > 0 ¢«¥ç¥â �u 6= 0. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® ¨§ u > 0 ¢ëâ¥ª ¥â �u > 0. B

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ f 2 C1(Q) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ á¥-

ç¥­¨¥ u 2 R# â ª®¥, çâ® �u = f .

C �¤¨­áâ¢¥­­®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 3. �®ª ¦¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥.

�ã­ªæ¨î g 2 C1(Q) ­ §®¢¥¬ áâã¯¥­ç â®©, ¥á«¨ ­ ©¤ãâáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯®-

¯ à­® à §«¨ç­ëå ç¨á¥« (�n)n2N ¨ à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë (Pn)n2N ¢  «£¥¡à¥ Clop(Q) â ª¨¥,

çâ® gjPn = �n ¤«ï ¢á¥å n 2 N. �«ï â ª®© äã­ªæ¨¨ g ®¯à¥¤¥«¨¬ á¥ç¥­¨¥ �g ª ª ¯¥à¥-

¬¥è¨¢ ­¨¥ á¥ç¥­¨© �^n á ¢¥á ¬¨ Pn, n 2 N (á¬. [4, 2.3.1, 2.5.3]). �ç¥¢¨¤­®, �g 2 R# ¨
�(�g) = g. �¨¬¢®«®¬ St(Q) ®¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å áâã¯¥­ç âëå äã­ªæ¨©.

� «¥¥, ¯ãáâì f 2 C1(Q). �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® f > 0.

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ­ ©¤¥âáï â ª ï äã­ªæ¨ï h 2 St(Q), ¤«ï ª®â®à®© f 6 h. �¡®-

§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S(f) ¬­®¦¥áâ¢® f�g : g 2 St(Q); 0 6 g 6 fg. �â® ¬­®¦¥áâ¢® á¥ç¥-

­¨© ®£à ­¨ç¥­® á¢¥àåã á¥ç¥­¨¥¬ �h,   á­¨§ã | ­ã«¥¢ë¬ á¥ç¥­¨¥¬. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

C(Q;QV) j=
�
S(f)" � [0; �h]

�
. �ãáâì u 2 R# | â ª®¥ á¥ç¥­¨¥, çâ® u = sup

�
S(f)"

�

¢­ãâà¨ C(Q;QV). �áâ ­®¢¨¬ à ¢¥­áâ¢® �u = f .

�à¥¤¯®«®¦¨¬ á­ ç « , çâ® �u(q) < f(q) ¤«ï ­¥ª®â®à®© â®çª¨ q 2 dom(f)\dom(�u).

�¡®§­ ç¨¬
�
f(q) + �u(q)

�
=2 ç¥à¥§ x. � ª ª ª äã­ªæ¨¨ f ¨ �u ­¥¯à¥àë¢­ë, ­ ©¤¥âáï

â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® P 2 Clop(q), çâ® �u(p) < x < f(p) ¤«ï ¢á¥å p 2 P . �¯à¥¤¥«¨¬

á¥ç¥­¨¥ v á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: v(p) = x^(p) ¯à¨ p 2 P ¨ v(p) = p0 ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.
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�á­®, çâ® v 2 S(f) ¨ â¥¬ á ¬ë¬ u > v. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ku < vk 6= ?, ¯®áª®«ìªã

P � ku < vk.

�â ª, f 6 �u. �à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ­ ©¤¥âáï â®çª  p 2 dom(f)\ dom(�u) ¤«ï

ª®â®à®© ¢¥à­® �u(p) > f(p). �ãáâì x = (�u(p) + f(p))=2. � ©¤¥âáï â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢®

P 2 Clop(p), çâ® �u(q) > x > f(q) ¤«ï ¢á¥å â®ç¥ª q 2 P . �¯à¥¤¥«¨¬ á¥ç¥­¨¥ u0

á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: u0(q) = x^(q) ¯à¨ q 2 P ¨ u0(q) = u(q) ¯à¨ q =2 P . �®£¤  u0 > v

¤«ï ¢á¥å v 2 S(f), ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, C(Q;QV) j= u0 > sup
�
S(f)"

�
= u. � ¤àã£®©

áâ®à®­ë, u0 < u.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, äã­ªæ¨¨ �u ¨ f á®¢¯ ¤ îâ ­  ¢áî¤ã ¯«®â­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥,   §­ ç¨â,
�u = f . B

�¥®à¥¬  1. (1) �ã­ªæ¨ï u 7! �u ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¨

R# ­  à áè¨à¥­­®¥ K-¯à®áâà ­áâ¢® C1(Q).

(2) �ã­ªæ¨ï u 7! �u ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¨ O(R#) ­ 

K-¯à®áâà ­áâ¢® C(Q).

C �§ ¯à¥¤«®¦¥­¨© 1 ¨ 2 á«¥¤ã¥â, çâ® äã­ªæ¨ï u 7! �u ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¡¨¥ªæ¨î

¬¥¦¤ã R# ¨ C1(Q); «¥¬¬ë 2 ¨ 3 £ à ­â¨àãîâ, çâ® äã­ªæ¨ï u 7! �u ¨ ®¡à â­ ï

ª ­¥© á®åà ­ïîâ ®¯¥à æ¨¨ ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¨ ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª . �à®¬¥

â®£®, ¨§ «¥¬¬ 1 ¨ 3 á«¥¤ã¥â, çâ® ®£à ­¨ç¥­­ë¥ á¥ç¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®£à ­¨ç¥­­ë¬

äã­ªæ¨ï¬. B

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. (1) �¥ªâ®à­ ï à¥è¥âª  R# ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥­­ë¬ K-¯à®áâà ­-

áâ¢®¬.

(2) �¥ªâ®à­ ï à¥è¥âª  O(R#) ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà ­áâ¢®¬ ®£à ­¨ç¥­­ëå í«¥¬¥­-

â®¢.

�¥à¢ ï ç áâì íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨§¢¥áâ­ãî â¥®à¥¬ã �®à¤®­ 

(á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [4, 5.2.2]).

�ã­ªæ¨î, ®¡à â­ãî ª u 7! �u, ¤¥©áâ¢ãîéãî ¨§ C1(Q) ­  R#, ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§

f 7! �f .

4. �¯¨á ­¨¥ á¢®©áâ¢ K-¯à®áâà ­áâ¢

¢ â¥à¬¨­ å ¢­¥è­¨å á¥ç¥­¨©

�ãáâì D 2 Clop(Q). �ã­ªæ¨î s : D ! V ­ §®¢¥¬ ¢­¥è­¨¬ á¥ç¥­¨¥¬, ¥á«¨

s(q) � q
V ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q 2 D. �­¥è­¥¥ á¥ç¥­¨¥ s : Q ! V ­ §®¢¥¬ ¢­¥è­¨¬

¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ R, ¥á«¨ s(q) � q
R# ¤«ï ¢á¥å q 2 Q.

�ãáâì s : D ! V | ¢­¥è­¥¥ á¥ç¥­¨¥. �¨¬¢®«®¬ s# ®¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® fu 2

C(D;VQ) : u(q) 2 s(q) ¤«ï ¢á¥å q 2 Dg. �á­®, çâ® ¥á«¨ s | ¢­¥è­¥¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® R,

â® s# � R#.

�­¥è­¥¥ á¥ç¥­¨¥ s ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ­¥¯à¥àë¢­ë¬ ¢ â®çª¥ q 2 dom s, ¥á«¨ ¤«ï

«î¡®£® í«¥¬¥­â  x 2 s(q) ­ ©¤ãâáï ¬­®¦¥áâ¢® P 2 Clop(q) ¨ á¥ç¥­¨¥ u 2 sjP # â ª¨¥,

çâ® u(q) = x. �­¥è­¥¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® R ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ­¥¯à¥àë¢­ë¬, ¥á«¨ ®­® ­¥-

¯à¥àë¢­® ¢® ¢á¥å â®çª å ª®¬¯ ªâ  Q. �­®¦¥áâ¢® ¢­¥è­¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ R ãá«®¢¨¬áï

®¡®§­ ç âì á¨¬¢®«®¬ S�(R),   ¬­®¦¥áâ¢® ­¥¯à¥àë¢­ëå ¢­¥è­¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ R |

á¨¬¢®«®¬ C�(R). �à®¬¥ â®£®, ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S(R) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢­¥è­¨å ¯®¤-

¬­®¦¥áâ¢ R, ­¥¯ãáâëå ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ª®¬¯ ªâ  Q,   á¨¬¢®«®¬ C(R) | ¬­®¦¥áâ¢®

C�(R) \ S(R).
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�¥¬¬  4. �­¥è­¥¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® s 2 S(R) ­¥¯à¥àë¢­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  ¤«ï «î¡ëå q 2 Q ¨ x 2 s(q) ­ ©¤¥âáï á¥ç¥­¨¥ u 2 s# â ª®¥, çâ® u(q) = x.

C �ãáâì s ­¥¯à¥àë¢­®, q 2 Q ¨ x 2 s(q). �®«®¦¨¬ xq = x ¨ ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨

p 2 Qnfqg ¢ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â xp 2 s(p). �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p 2 Q ­ ©-

¤ãâáï ¬­®¦¥áâ¢® Pp 2 Clop(p) ¨ á¥ç¥­¨¥ up 2 sjPp# â ª¨¥, çâ® up(p) = xp. �­®¦¥áâ¢®

fPp : p 2 Qg ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ ª®¬¯ ªâ  Q. �§ íâ®£® ¯®ªàëâ¨ï

¢ë¡¥à¥¬ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥ fPp1 ; : : : ; Ppng, ª®â®à®¥, ã¬¥­ìè¨¢ ¯à¨ ­¥®¡å®¤¨¬®á-

â¨ ¥£® í«¥¬¥­âë, ¯à¥¢à â¨¬ ¢ à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë fP 0p1 ; : : : ; P
0

pn
g ¢  «£¥¡à¥ Clop(Q).

�¯à¥¤¥«¨¬ á¥ç¥­¨¥ v 2 R# á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: u(p) = upi(p) ¤«ï p 2 P 0pi , i = 1; : : : ; n.

�á­®, çâ® v 2 s# ¨ v(q) = x.

�¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. B

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® s 2 C(R) ¯®«®¦¨¬ s
�

# = f�u : u 2 s#g. � ¬¥â¨¬, çâ® s
�

# �

C1(Q) ¯® â¥®à¥¬¥ 1.

�«ï s 2 C(R) ®¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®
�
q 2 Q : s(q) = fq0g

	
á¨¬¢®«®¬ fs = 0g,  

¥£® ¤®¯®«­¥­¨¥ | á¨¬¢®«®¬ fs 6= 0g. �­ «®£¨ç­® ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ fs � og ¬­®¦¥áâ¢®

fq 2 Q : s(q) � o(qR)g,   ¥£® ¤®¯®«­¥­¨¥ | ç¥à¥§ fs 6� og. � ¬¥â¨¬, çâ®

fs 6= 0g = fq 2 Q : u(q) 6= q0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® u 2 s#g;

fs 6� og = fq 2 Q : �u(q) 6= 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® u 2 s#g:

�¥¬¬  5. �«ï «î¡®£® s 2 C(R) ¬­®¦¥áâ¢® fs 6= 0g ®âªàëâ®.

C �ãáâì q 2 fs 6= 0g. � áá¬®âà¨¬ á¥ç¥­¨¥ u 2 s#, ¤«ï ª®â®à®£® u(q) 6= q0. �®£¤ 

®âªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì ku 6= 0^k â®çª¨ q ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ fs 6= 0g. B

�¥¬¬  6. �«ï «î¡®£® s 2 C(R) ¬­®¦¥áâ¢® fs 6� og ®âªàëâ® ¨ ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢

fs 6= 0g.

C �­ ç «  ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® fs 6� og ®âªàëâ®. �ãáâì q 2 fs 6� og. � á-

á¬®âà¨¬ á¥ç¥­¨¥ u 2 s#, ¤«ï ª®â®à®£® �u(q) 6= 0 ¨ ç¨á«® " 2 R â ª®¥, çâ® ju(q)j > q".

�®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® kjuj > "^k ï¢«ï¥âáï ®âªàëâ®© ®ªà¥áâ­®áâìî â®çª¨ q, á®¤¥à¦ é¥©áï

¢ fs 6� og.

� «¥¥, ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® fs 6� og ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ fs 6= 0g. �ãáâì íâ® ­¥

¢¥à­®, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â ­¥¯ãáâ®¥ ®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® P � fs 6= 0gnfs 6� og. �î¡®¥

á¥ç¥­¨¥ u 2 s# ¯à¨­¨¬ ¥â ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ P â®«ìª® ¡¥áª®­¥ç­® ¬ «ë¥ §­ ç¥­¨ï. �á-

¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 1 ¨ «¥¬¬ã 3, «¥£ª® ãáâ ­®¢¨âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® á¥ç¥­¨ï u 2 R#

¬­®¦¥áâ¢® W = fq 2 Q : u(q) 6= 0 ¨ �u(q) = 0g § ¬ª­ãâ® ¨ ­¨£¤¥ ­¥ ¯«®â­® ¢ Q. �

¤àã£®© áâ®à®­ë, ¤«ï ­¥ª®â®à®© (¨ ¤ ¦¥ ¤«ï «î¡®©) â®çª¨ q 2 P ­ ©¤¥âáï á¥ç¥­¨¥

u 2 s# â ª®¥, çâ® u(q) 6= 0. �®£¤  ­¥¯ãáâ®¥ ®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® fp 2 P : u(p) 6= 0g

á®¤¥à¦¨âáï ¢ W , çâ® ­¥¢®§¬®¦­®. B

�­®¦¥áâ¢® á¥ç¥­¨© U � C(Q;QV) ­ §®¢¥¬ ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª¨¬, ¥á«¨ ®­® § -

¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® ª®­¥ç­ëå ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨©.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �ãáâì U � C(Q;QV) | ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª®¥ ¬­®¦¥áâ-

¢® á¥ç¥­¨©, u1; : : : ; uk 2 C(Q;QV), P | ­¥¯ãáâ®¥ § ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Q ¨

'(t; t1; : : : ; tk) | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ä®à¬ã«  â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢. �á«¨ ¢¥à­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥

8p 2 P 9u 2 U p
V j= '

�
u(p); u1(p); : : : ; uk(p)

�
;
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â®

9u 2 U 8p 2 P p
V j= '

�
u(p); u1(p); : : : ; uk(p)

�
:

C �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p 2 P ®¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ up ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â U , ¤«ï

ª®â®à®£® p
V j= '

�
up(p); u1(p); : : : ; uk(p)

�
. �­®¦¥áâ¢®

�
Qp = k'

�
up; u1; : : : ; uk)k : p 2 P

	

ï¢«ï¥âáï ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâë¬ ¯®ªàëâ¨¥¬ ª®¬¯ ªâ  P . �ë¡¥à¥¬ ¨§ ­¥£® ª®­¥ç­®¥ ¯®¤-

¯®ªàëâ¨¥ Qp1 ; : : : ; Qpn , n 2 N, ¨ ¯®«®¦¨¬ vi = upi , i = 1; : : : ; n. �® ¯à¨­æ¨¯ã ¨áç¥à¯ë-

¢ ­¨ï ­ ©¤¥âáï â ª®¥ ¤¨§êî­ªâ­®¥ ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ Q01; : : : ; Q
0

n ª®¬¯ ªâ 

P , çâ® Q0i � Qpi ¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; n. �®«®¦¨¬ Q00 = Qn
Sn

i=1Q
0

i ¨ ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§-

¢®«ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ v0 2 U . �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ u ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨¥ á¥ç¥­¨© vi á ¢¥á ¬¨ Q0i,

i = 0; : : : ; n. � ª ª ª ¬­®¦¥áâ¢® U ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª®¥, á¥ç¥­¨¥ u ¯à¨­ ¤«¥¦¨â U ¨

ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬. B

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì E � C1(Q) | ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® äã­ªæ¨©,

u1; : : : ; uk 2 C(Q;QV), P | ­¥¯ãáâ®¥ § ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Q ¨ '(t; t1; : : : ; tk) |

¯à®¨§¢®«ì­ ï ä®à¬ã«  â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢. �á«¨ ¢¥à­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥

8p 2 P 9e 2 E p
V j= '

�
�e(p); u1(p); : : : ; uk(p)

�
;

â®

9e 2 E 8p 2 P p
V j= '

�
�e(p); u1(p); : : : ; uk(p)

�
:

�¥®à¥¬  2. �­®¦¥áâ¢® E � C1(Q) ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª¨¬ â®£¤  ¨ â®«ì-

ª® â®£¤ , ª®£¤  E = s
�

# ¤«ï ­¥ª®â®à®£® s 2 C(R).

C �ç¥¢¨¤­®, ¤«ï «î¡®£® s 2 C(R) ¬­®¦¥áâ¢® s
�

# ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª¨¬.

�ãáâì â¥¯¥àì ¬­®¦¥áâ¢® E � C1(Q) ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª¨¬. �«ï ª ¦¤®©

â®çª¨ q 2 Q ¯®«®¦¨¬ s(q) = f�e(q) : e 2 Eg. �ç¥¢¨¤­®, çâ® s 2 C(R). �à®¬¥ â®£®,

s# = fu 2 R# : 8q 2 Q u(q) 2 s(q)g

= fu 2 R# : 8q 2 Q 9e 2 E u(q) = �e(q)g

= fu 2 R# : 9e 2 E 8q 2 Q u(q) = �e(q)g (¯® á«¥¤áâ¢¨î 2)

= fu 2 R# : 9e 2 E u = �eg

= f�e : e 2 Eg;

â. ¥. s
�

# = E. B

�á­®, çâ® ¤«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª®£® ¬­®¦¥áâ¢  E � C1(Q) ­¥¯à¥àë¢­®¥

¢­¥è­¥¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® s 2 C(R), ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 2, ¥¤¨­áâ-

¢¥­­®. �á«®¢¨¬áï ®¡®§­ ç âì íâ® ¢­¥è­¥¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® á¨¬¢®«®¬ E
�

". �ç¥¢¨¤­®, ¤«ï

«î¡®£® ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª®£® ¬­®¦¥áâ¢  E � C1(Q) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® E = E
�

"
�

#.

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ «¥¬¬ 3 ¨ 4.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4. �«ï ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ E1 ¨ E2 ¯à®áâà ­áâ¢ 

C1(Q) á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:
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( ) E1 � E2;

(¡) E1
�

"(q) � E2
�

"(q) ¤«ï ¢á¥å q 2 Q;

(¢) E1
�

"# � E2
�

"#.

� ¯®¬­¨¬, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© â®çª¨ q 2 Q ¬­®¦¥áâ¢® q
R# ï¢«ï¥âáï (¢®®¡é¥

£®¢®àï, ­¥ àå¨¬¥¤®¢®©) ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª®©.

�¥¬¬  7. �ãáâì q 2 Q ¨ I � q
R# | ¨¤¥ « q

R#. �®£¤  «¨¡® I � o(qR), «¨¡®

O(qR) � I.

C �®áâ â®ç­® § ¬¥â¨âì, çâ® ¥á«¨ ¨¤¥ « q
R# á®¤¥à¦¨â ­¥ ¡¥áª®­¥ç­® ¬ «®¥ ç¨á«®,

â® ®­ á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ç¨á« . B

�¥®à¥¬  3. �®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® E � C1(Q) ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬

C1(Q) ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q 2 Q ¬­®¦¥áâ¢® E
�

"(q)

ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬ q
R#.

C �®«®¦¨¬ s = E
�

".

�á«¨ E | ¨¤¥ « C1(Q), â® ¯® â¥®à¥¬¥ 1 ¬­®¦¥áâ¢® s# ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬ R#.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ s(q) | ¨¤¥ « q
R# ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q 2 Q. �®£« á­®

«¥¬¬¥ 4 ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå í«¥¬¥­â®¢ x; y 2 s(q) ­ ©¤ãâáï á¥ç¥­¨ï u; v 2 s# â ª¨¥, çâ®

u(q) = x, v(q) = y. �«ï «î¡ëå ç¨á¥« �; � 2 R á¥ç¥­¨¥ �u + �v ¯à¨­ ¤«¥¦¨â s#, ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �x+�y 2 s(q). � ª¨¬ ®¡à §®¬, s(q) | ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® q
R#.

�­ «®£¨ç­® ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï, çâ® s(q) ï¢«ï¥âáï â ª¦¥ ¨ ¢¥ªâ®à­®© ¯®¤à¥è¥âª®© q
R#.

� «¥¥, ¯ãáâì x 2 s(q), y 2 q
R# ¨ jyj 6 jxj. �ãé¥áâ¢ãîâ á¥ç¥­¨ï u 2 s# ¨ v 2 R#, ¤«ï

ª®â®àëå u(q) = x ¨ v(q) = y. �á­®, çâ® á¥ç¥­¨¥ w = juj ^ jvj ¯à¨­ ¤«¥¦¨â s#,   §­ ç¨â,

y 2 s(q), â ª ª ª jyj = w(q). �â ª, s(q) | ¨¤¥ « q
R#.

�¥¯¥àì ¤®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå á¥ç¥­¨© u; v 2 s# ¨

ç¨á¥« �; � 2 R á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥ (�u+ �v)(q) = �u(q) + �v(q) 2 s(q), ¤«ï ¢á¥å

q 2 Q,   §­ ç¨â, �u + �v 2 s#. �­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ¥á«¨ u 2 s#, v 2 R# ¨ jvj 6 juj,

â® v 2 s#. � ª¨¬ ®¡à §®¬, s# | ¨¤¥ « R#,   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, E | ¨¤¥ « C1(Q). B

� ¬¥â¨¬, çâ® «î¡®© ¨¤¥ « ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¨ ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª¨¬

¬­®¦¥áâ¢®¬.

�¥®à¥¬  4. �¤¥ « E � C1(Q) ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â®¬ C1(Q) ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬

á«ãç ¥, ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® fE
�

" 6= 0g ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ Q.

C �®«®¦¨¬ s = E
�

". �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® fs 6= 0g ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ Q. �®§ì¬¥¬

¯à®¨§¢®«ì­®¥ ­¥­ã«¥¢®¥ á¥ç¥­¨¥ u 2 R#. �­®¦¥áâ¢® ku 6= 0k ­¥¯ãáâ®,   §­ ç¨â, ­¥¯ãáâ®

¨ ¬­®¦¥áâ¢® fq 2 Q : u(q) 6= 0^g \ fs 6= 0g. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, u =2 s#?. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

s#? = f0g, ®âªã¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® s#|äã­¤ ¬¥­âR#. (�­®¦¥áâ¢® s# ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬

R# ¯® â¥®à¥¬¥ 1.)

�¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. B

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® E � C1(Q) ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­-

â®¬ C1(Q) ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q 2 Q ¬­®¦¥áâ¢® E
�

"(q)

ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬ q
R# ¨ ¬­®¦¥áâ¢® fE

�

" 6= 0g ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ Q.

�¥®à¥¬  5. �ãáâì E | ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª ï ¢¥ªâ®à­ ï ¯®¤à¥è¥âª  C1(Q). �

E ¥áâì á« ¡ ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨­¨æ  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® fE
�

" 6= 0g

§ ¬ª­ãâ® (  §­ ç¨â, ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâ® á®£« á­® «¥¬¬¥ 5).

C �®«®¦¨¬ s = E
�

".
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�ãáâì ¢ s# ¥áâì á« ¡ ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨­¨æ  u. �ç¥¢¨¤­®, ku 6= 0k � fs 6= 0g. �«ï

¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ¬ª­ãâ®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  fs 6= 0g ¤®áâ â®ç­® ãáâ ­®¢¨âì à ¢¥­áâ¢® ku 6=

0k = fs 6= 0g. �à¥¤¯®«®¦¨¬ ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® à §­®áâì fs 6= 0gnku 6= 0k

á®¤¥à¦¨â ­¥ª®â®àãî â®çªã q. �®£¤  ­ ©¤¥âáï á¥ç¥­¨¥ v 2 s#, ¤«ï ª®â®à®£® v(q) 6= 0

¨ kv 6= 0k \ ku 6= 0k = ?. �®á«¥¤­¥¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® u ï¢«ï¥âáï á« ¡®©

¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨­¨æ¥© s#.

�¡à â­®, ¯ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® fs 6= 0g § ¬ª­ãâ®. �«ï «î¡®© â®çª¨ q 2 fs 6= 0g

­ ©¤¥âáï á¥ç¥­¨¥ uq 2 s# â ª®¥, çâ® u(q) 6= 0. �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3 áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥­¨¥

u 2 s# ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢ã u(q) 6= 0 ¤«ï ¢á¥å q 2 fs 6= 0g. �á­®, çâ® á¥ç¥­¨¥

u ï¢«ï¥âáï ¢ s# á« ¡®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨­¨æ¥©. B

�¥¬¬  8. �ãáâì s 2 C(R). �¥ç¥­¨¥ u 2 R# ¯à¨­ ¤«¥¦¨â s#?? â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ku 6= 0k � clfs 6= 0g.

C �ãáâì u 2 s#??. �á«¨ u(q) 6= 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®© â®çª¨ q 2 Qn clfs 6= 0g, â®

­ ©¤¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® P 2 Clop(q) â ª®¥, çâ® P � fs = 0g \ ku 6= 0k. �®£¤  P � kv = 0k

¤«ï «î¡®£® á¥ç¥­¨ï v 2 s#. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, P � kv = 0k ¤«ï ¢á¥å v 2 s#??,   §­ ç¨â,

u(q) = 0. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�ãáâì â¥¯¥àì ku 6= 0k � clfs 6= 0g. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ v 2 s#?.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® P = ku 6= 0k\kv 6= 0k ­¥ ¯ãáâ®.

�ç¥¢¨¤­®, P 2 Clop(Q). �à®¬¥ â®£®, P � fs = 0g ¨ P � clfs 6= 0g. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. B

�¥®à¥¬  6. �¤¥ « E ¯à®áâà ­áâ¢  C1(Q) ï¢«ï¥âáï ¥£® ¯®«®á®© â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® fE
�

" 6= 0g § ¬ª­ãâ® ¨ ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q 2 Q ¢¥à­® E
�

"(q) =

fq0g ¨«¨ E
�

"(q) = q
R#.

C �®«®¦¨¬ s = E
�

".

�ãáâì s#| ¯®«®á  R#. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã q 2 fs 6= 0g ¨ ¯®ª ¦¥¬,

çâ® s(q) = q
R#. � ©¤¥âáï á¥ç¥­¨¥ u 2 s# â ª®¥, çâ® u(q) 6= 0. �ãáâì y | ¯à®¨§¢®«ì­ë©

í«¥¬¥­â q
R# ¨ v 2 R# | â ª®¥ á¥ç¥­¨¥, çâ® v(q) = y. �¯à¥¤¥«¨¬ á¥ç¥­¨¥ w 2 R#

á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: w(p) = v(p) ¯à¨ p 2 ku 6= 0k ¨ w(p) = 0 ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.

�á­®, çâ® w 2 s#?? = s# ¨ w(q) = y 2 s(q). � ª¨¬ ®¡à §®¬, s(q) = q
R#. � ¬ª­ãâ®áâì

¬­®¦¥áâ¢  fs 6= 0g ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 5.

�¡à â­®, ¯ãáâì s(q) = q
R# ¤«ï ¢á¥å q 2 fs 6= 0g ¨ ¬­®¦¥áâ¢® fs 6= 0g § ¬ª­ãâ®.

�®ª ¦¥¬, çâ® s#?? � s#. �ãáâì u 2 s#?? ¨ q 2 Q. �á«¨ u(q) = q0, â®, ®ç¥¢¨¤­®, u(q) 2

s(q). �á«¨ ¦¥ u(q) 6= q0, â® s(q) 6= fq0g á®£« á­® «¥¬¬¥ 8,   §­ ç¨â, s(q) = q
R# 3 u(q). B

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5. �á«¨ ¨¤¥ « E ¯à®áâà ­áâ¢  C1(Q) ¨¬¥¥â á¨«ì­ãî ¯®àï¤ª®¢ãî

¥¤¨­¨æã, â® ¬­®¦¥áâ¢® fE
�

" 6= 0g § ¬ª­ãâ® ¨ E
�

"(q) ï¢«ï¥âáï £« ¢­ë¬ ¨¤¥ «®¬ q
R# ¤«ï

¢á¥å q 2 Q.

C �®«®¦¨¬ s = E
�

". �ãáâì u 2 s# | á¨«ì­ ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨­¨æ  ¯à®áâà ­áâ-

¢  s#. �®áª®«ìªã u ï¢«ï¥âáï â ª¦¥ ¨ á« ¡®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨­¨æ¥© s#, ¬­®¦¥áâ¢®

fs 6= 0g § ¬ª­ãâ® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 5. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q 2 Q

¬­®¦¥áâ¢® s(q) ï¢«ï¥âáï £« ¢­ë¬ ¨¤¥ «®¬ q
R#, ¯®à®¦¤¥­­ë¬ u(q). B�§ ¯à¨¢¥¤¥­­®©

­¨¦¥ â¥®à¥¬ë 7 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ®¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥ ¢¥à­®.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 6. �ãáâì E | ¨¤¥ « C1(Q). �«¥¬¥­â e 2 E ï¢«ï¥âáï á¨«ì­®©

¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨­¨æ¥© ¢ E â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  �e ï¢«ï¥âáï ¯®â®ç¥ç­®© á¨«ì­®©

¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨­¨æ¥© ¢ E
�

"#, â. ¥. �e(q) | á¨«ì­ ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨­¨æ  ¢ E
�

"(q) ¤«ï

¢á¥å q 2 Q.
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C �®«®¦¨¬ s = E
�

". �ç¥¢¨¤­®, á¨«ì­ ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨­¨æ  ¢ s# ï¢«ï¥âáï â ª¦¥

¨ ¯®â®ç¥ç­®© á¨«ì­®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨­¨æ¥©.

�®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥. �ãáâì u 2 s# | ¯®â®ç¥ç­ ï á¨«ì­ ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨­¨-

æ . �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® á¥ç¥­¨ï v 2 s# ¨ «î¡®© â®çª¨ q 2 Q ­ ©¤¥âáï ç¨á«®

nq 2 N, â ª®¥, çâ® jv(q)j 6 nqju(q)j. �­®¦¥áâ¢®
�
kjvj 6 nqjujk : q 2 Q

	
ï¢«ï-

¥âáï ®âªàëâë¬ ¯®ªàëâ¨¥¬ ª®¬¯ ªâ  Q. �ë¡¥à¥¬ ¨§ ­¥£® ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥�
kjvj 6 nq1 jujk; : : : ; kjvj 6 nqk jujk

	
, k 2 N, ¨ ¯®«®¦¨¬ n = maxfnq1 ; : : : ; nqkg. �ç¥-

¢¨¤­®, jvj 6 njuj. B

5. �®â®ç¥ç­ë¥ ªà¨â¥à¨¨

�áâ ­®¢«¥­­ë¥ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯ à £à ä å à¥§ã«ìâ âë ¯®§¢®«ïîâ ã¯à®é âì

¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¬­®£¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ®K-¯à®áâà ­áâ¢ å á ¯®¬®éìî ¯¥à¥å®¤  ª ¨å ý¯®-

â®ç¥ç­ë¬þ  ­ «®£ ¬. � áá¬®âà¨¬ ¯®¤à®¡­¥¥, ¢ ª ª¨å á«ãç ïå íâ® ¢®§¬®¦­®.

�ãáâì ¬­®¦¥áâ¢  E ¨ � | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ª®­¥ç­®-æ¨ª«¨ç¥áª¨å ¯®¤-

¬­®¦¥áâ¢ ¯à®áâà ­áâ¢  C1(Q). �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ E ¥áâì ¯®â®ç¥ç-

­ë© ªà¨â¥à¨© ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ã �, ¥á«¨ ­ ©¤¥âáï á¥¬¥©áâ¢® ¬­®¦¥áâ¢

'q � P(qR#), q 2 Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î:

8E 2 E
�
E 2 �, 8q 2 Q E

�

"(q) 2 'q
�
: (�)

�á«®¢¨¥ (�) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯®â®ç¥ç­ë¬ ªà¨â¥à¨¥¬ ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ �,   á¥¬¥©áâ¢®

('q)q2Q | à¥ «¨§ æ¨¥© íâ®£® ªà¨â¥à¨ï.

� ¬¥ç ­¨¥ 2. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢  E , E0 ¨ � | ­¥ª®â®àë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ª®­¥ç­®-

æ¨ª«¨ç¥áª¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¯à®áâà ­áâ¢  C1(Q), ¯à¨ç¥¬ E0 � E . �®£¤  ¥á«¨ ­  ¬­®-

¦¥áâ¢¥ E ¥áâì ¯®â®ç¥ç­ë© ªà¨â¥à¨© ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ �, â® â®â ¦¥ ªà¨â¥à¨© ¡ã¤¥â ¨

¯®â®ç¥ç­ë¬ ªà¨â¥à¨¥¬ ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ � ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ E0.

�¥¬¬  9. �¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (Pn)n2N ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâëå ¯®¤-

¬­®¦¥áâ¢ Q â ª®©, çâ® ¢ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨
T
n2N Pn ¥áâì à®¢­® ®¤­  ­¥ �-¨§®«¨à®¢ ­­ ï

â®çª .

C �ãáâì ¥áâì â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (Pn)n2N, ¨ ¯ãáâì q | ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ­¥

�-¨§®«¨à®¢ ­­ ï â®çª  ¬­®¦¥áâ¢ 
T
n2N Pn. �®£¤  ¨¬¥¥âáï áâà®£® ã¡ë¢ îé ï ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì­®áâì ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâëå ¬­®¦¥áâ¢ (Wn)n2N â ª ï, çâ®
T
n2NWn = fqg ¨

Wn � Pn ¤«ï ¢á¥å n 2 N. � «¥¥, ­ ©¤¥âáï äã­ªæ¨ï f 2 C(Q) â ª ï, çâ® f jW2knW2k�1
=

0 ¨ f jW2k+1nW2k
= 1 ¤«ï ¢á¥å k 2 N. � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, q 2 cl

S
k2N(W2knW2k�1) ¨

q 2 cl
S
k2N(W2k+1nW2k), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â áãé¥áâ¢®¢ ­¨î ¯à¥¤¥«  äã­ªæ¨¨ f ¢ â®ç-

ª¥ q. B

�¥®à¥¬  7. �ãáâì íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë© ª®¬¯ ªâ Q ¡¥áª®­¥ç¥­. �®£¤  ­  ¬­®-

¦¥áâ¢¥ äã­¤ ¬¥­â®¢ C1(Q) ­¥â ¯®â®ç¥ç­®£® ªà¨â¥à¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á¨«ì­®© ¯®àï¤-

ª®¢®© ¥¤¨­¨æë.

C �®¯ãáâ¨¬, çâ® ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ äã­¤ ¬¥­â®¢ C1(Q) ¥áâì ¯®â®ç¥ç­ë© ªà¨â¥à¨©

áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á¨«ì­®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨­¨æë, ¨ ('q)q2Q | ¥£® à¥ «¨§ æ¨ï, â. ¥. ¤«ï

¯à®¨§¢®«ì­®£® äã­¤ ¬¥­â  E � C1(Q) ¢ E ¥áâì á¨«ì­ ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨­¨æ  â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  E
�

"(q) 2 'q ¤«ï ¢á¥å q 2 Q.

�¯à¥¤¥«¨¬ s1 2 C(R), ¯®« £ ï s1(q) = O(qR), q 2 Q. �®£¤  s1
�

# = C(Q) |

äã­¤ ¬¥­â C1(Q), ¨¬¥îé¨© á¨«ì­ãî ¯®àï¤ª®¢ãî ¥¤¨­¨æã. �¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ®
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¨§ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ ª®¬¯ ªâ  Q á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¢ ­¥¬ ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­®© ­¥

�-¨§®«¨à®¢ ­­®© â®çª¨ q0. �® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î O(q0R) 2 'q0 .

�ãáâì u 2 R# | ­¥­ã«¥¢®¥ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ á¥ç¥­¨¥ â ª®¥, çâ® u(q0) | ¡¥áª®­¥ç­®

¡®«ìè®¥ ç¨á«®. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q 2 Q ¯®«®¦¨¬ ¢­¥è­¥¥ á¥ç¥­¨¥ s2 ¢ â®çª¥ q

à ¢­ë¬ £« ¢­®¬ã ¨¤¥ «ã q
R#, ¯®à®¦¤¥­­®¬ã ¢­ãâà¥­­¨¬ ç¨á«®¬ u(q). �á­®, çâ® s2 2

C(R) ¨ s2
�

# | äã­¤ ¬¥­â C1(Q) (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 3). �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 6 ¢ s2
�

# ¥áâì

á¨«ì­ ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨­¨æ  | äã­ªæ¨ï �u. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, s2(q) 2 'q ¤«ï ¢á¥å

q 2 Q. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ P0 ¬­®¦¥áâ¢® â¥å â®ç¥ª q 2 Q, ¢ ª®â®àëå ¢­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«®

u(q) ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè®¥. �® ¯®áâà®¥­¨î q0 2 P0.

�®«®¦¨¬ s(q0) = s1(q0) = O(q0R) ¨ s(q) = s2(q) ¯à¨ q 6= q0. �á­®, çâ® s 2 C(R)

¨ s
�

# | äã­¤ ¬¥­â C1(Q) ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 3. �® ¯®áâà®¥­¨î s(q) 2 'q ¤«ï ¢á¥å

q 2 Q,   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ s
�

# ¥áâì á¨«ì­ ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨­¨æ  f . �«ï ¢á¥å q 2 P0nfq0g

¢­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«® �f(q) ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè®¥. �®«¥¥ â®£®, ¬­®¦¥áâ¢® â¥å â®ç¥ª q 2 Q,

¢ ª®â®àëå ¢­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«® �f(q) ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè®¥, à ¢­® P0nfq0g. �®áª®«ìªã
�f(q0) 2 O(q0R), ­ ©¤¥âáï ç¨á«® k 2 N â ª®¥, çâ® �f(q0) <

q0k. �®£¤ 
T
n2N

�
ku >

n^k \ k�f < k^k
�
= fq0g, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â «¥¬¬¥ 9. B

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 7 á ãç¥â®¬ § ¬¥ç ­¨ï 2.

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �ãáâì íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë© ª®¬¯ ªâ Q ¡¥áª®­¥ç¥­. �®£¤  ­ 

¬­®¦¥áâ¢¥ ¨¤¥ «®¢ C1(Q) ­¥â ¯®â®ç¥ç­®£® ªà¨â¥à¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á¨«ì­®© ¯®àï¤-

ª®¢®© ¥¤¨­¨æë.

�¥®à¥¬  8. ( ) �  ¬­®¦¥áâ¢¥ äã­¤ ¬¥­â®¢ C1(Q) ¥áâì ¯®â®ç¥ç­ë© ªà¨â¥à¨©

áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á« ¡®© ¥¤¨­¨æë: ¢ äã­¤ ¬¥­â¥ E � C1(Q) ¥áâì á« ¡ ï ¯®àï¤ª®¢ ï

¥¤¨­¨æ  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  E
�

"(q) 6= fq0g ¤«ï ¢á¥å q 2 Q
�
â. ¥. ¯®â®ç¥ç­ë©

ªà¨â¥à¨© à¥ «¨§ã¥âáï á¥¬¥©áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢ 'q = P(qR#)nffq0gg, q 2 Q
�
.

(¡) �á«¨ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë© ª®¬¯ ªâ Q ¡¥áª®­¥ç¥­, â® ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¨¤¥ «®¢

C1(Q) ­¥â ¯®â®ç¥ç­®£® ªà¨â¥à¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á« ¡®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨­¨æë.

C ( ) �ç¥¢¨¤­®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ 4 ¨ 5.

(¡) �ãáâì, ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, ã¯®¬ï­ãâë© ªà¨â¥à¨© áãé¥áâ¢ã¥â, ¨ ('q)q2Q |

¥£® à¥ «¨§ æ¨ï. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q 2 Q ¯®«®¦¨¬ s1(q) =
q
R# ¨ s2(q) = fq0g. �ç¥-

¢¨¤­®, s1; s2 2 C(R) ¨ s1
�

#; s2
�

# | ¨¤¥ «ë C1(Q), ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®â®àëå ¥áâì á« ¡ ï

¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨­¨æ . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, s1(q); s2(q) 2 'q ¤«ï ¢á¥å q 2 Q. �¥£ª® ¯à®-

¢¥à¨âì, çâ® ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ ª®¬¯ ªâ  Q á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¢ ­¥¬ ¯® ªà ©­¥©

¬¥à¥ ®¤­®© ­¥ ¨§®«¨à®¢ ­­®© â®çª¨ q0. �®«®¦¨¬ s(q0) = s2(q0) ¨ s(q) = s1(q) ¯à¨

q 2 Qnfq0g. �®áª®«ìªã s(q) 2 'q ¤«ï ¢á¥å q 2 Q, ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ s
�

# ¥áâì á« ¡ ï ¯®àï¤-

ª®¢ ï ¥¤¨­¨æ  e. �®£¤  �e(q0) = 0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­ ©¤¥âáï ®ªà¥áâ­®áâì P â®çª¨ q0
â ª ï, çâ® �e(q) = 0 ¤«ï ¢á¥å q 2 P . � ¤àã£®© áâ®à®­ë, P 6= fq0g,   §­ ç¨â, ¨¬¥¥âáï

á¥ç¥­¨¥ v 2 s#, ¤«ï ª®â®à®£® kv 6= 0k \ P 6= ?. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. B

�¥®à¥¬  9. �  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¨¤¥ «®¢ C1(Q) ¥áâì ¯®â®ç¥ç­ë© ªà¨â¥à¨© ¯à¨­ ¤«¥¦-

­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ã äã­¤ ¬¥­â®¢ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® ¨§®«¨à®-

¢ ­­ëå â®ç¥ª ª®¬¯ ªâ  Q ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ Q. �à¨â¥à¨© á«¥¤ãîé¨©: ¨¤¥ « E � C1(Q)

ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  E
�

"(q) 2 'q ¤«ï ¢á¥å q 2 Q, £¤¥

'q = fqR#g, ¥á«¨ â®çª  q ¨§®«¨à®¢ ­ , ¨ 'q = P(qR#) ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.

C � ¯®¬­¨¬, çâ® ¢ á«®ïå q
V, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å (�-)¨§®«¨à®¢ ­­ë¬ â®çª ¬ Q ­¥â

­¥áâ ­¤ àâ­ëå (¢ ç áâ­®áâ¨, ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè¨å) ¢­ãâà¥­­¨å ç¨á¥«. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
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¥á«¨ â®çª  q (�-)¨§®«¨à®¢ ­ , â® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 7 «î¡®© ¨¤¥ « ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¨ q
R#

«¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á q
R#, «¨¡® à ¢¥­ fq0g.

�ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® ¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª Q ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ Q. �ç¥¢¨¤­®, ¥á«¨

E | äã­¤ ¬¥­â C1(Q), â® ¤«ï «î¡®© ¨§®«¨à®¢ ­­®© â®çª¨ q 2 Q ¢¥à­® E
�

"(q) 6=

fq0g, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, E
�

"(q) = q
R#. �¡à â­®, ¯ãáâì E | ¨¤¥ « C1(Q) ¨ E

�

"(q) =
q
R# ¤«ï ª ¦¤®© ¨§®«¨à®¢ ­­®© â®çª¨ q 2 Q. �®áª®«ìªã ¬­®¦¥áâ¢® ¨§®«¨à®¢ ­­ëå

â®ç¥ª ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ Q, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ­¥­ã«¥¢®£® á¥ç¥­¨ï u 2 R# ­ ©¤¥âáï

¨§®«¨à®¢ ­­ ï â®çª  q 2 ku 6= 0k,   §­ ç¨â áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥­¨¥ v 2 E
�

"# â ª®¥, çâ®

v(q) 6= 0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, v 6? u.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¨¬¥¥âáï ­¥¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® P 2 Clop(Q), ¢ ª®â®à®¬

­¥â ¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª, ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¨¤¥ «®¢ C1(Q) ¥áâì ¯®â®ç¥ç­ë© ªà¨â¥à¨©

¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ã äã­¤ ¬¥­â®¢ C1(Q), à¥ «¨§ã¥¬ë© á¥¬¥©áâ¢®¬ ('q)q2Q.

�«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p 2 P ¯®«®¦¨¬ sp(p) = fp0g ¨ sp(q) =
q
R# ¯à¨ q 2 Qnfpg. �á­®,

çâ® sp 2 C(R) ¨ sp
�

# | äã­¤ ¬¥­â C1(Q) ¤«ï ¢á¥å p 2 P . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, sp(p) 2 'p
¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p 2 P . �à®¬¥ â®£®, ®ç¥¢¨¤­®, qR# 2 'q ¤«ï ¢á¥å q 2 Q. �®«®¦¨¬

s(p) = sp(p) = fp0g ¯à¨ p 2 P ¨ s(q) = q
R# ¯à¨ q 2 QnP . � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, s 2 C(R)

¨ s
�

# | ¨¤¥ « C1(Q), ­¥ ï¢«ïîé¨©áï äã­¤ ¬¥­â®¬. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, s(q) 2 'q ¤«ï

¢á¥å q 2 Q. B

�¥®à¥¬  10. �á«¨ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë© ª®¬¯ ªâ Q ¡¥áª®­¥ç¥­, â® ­  ¬­®-

¦¥áâ¢¥ ¨¤¥ «®¢ C1(Q) ­¥â ¯®â®ç¥ç­®£® ªà¨â¥à¨ï ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ã ¯®«®á

C1(Q).

C �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â ª®© ªà¨â¥à¨© ¥áâì ¨ ('q)q2Q | ¥£® à¥ «¨§ æ¨ï. �ç¥¢¨¤­®,

fq0g 2 'q ¤«ï ¢á¥å q 2 Q. �§ ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ ª®¬¯ ªâ  Q á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥

®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  P � Q â ª®£®, çâ® clP 6= P . �®«®¦¨¬ s1(q) =
q
R# ¤«ï ¢á¥å

â®ç¥ª q 2 clP ¨ s1(q) = fq0g ¢ ®áâ «ì­ëå â®çª å. �á­®, çâ® s1 2 C(R) ¨ ¯® â¥®à¥¬¥

6, s1
�

# | ¯®«®á  C1(Q). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, s1(q) 2 'q ¤«ï ¢á¥å q 2 Q. �®«®¦¨¬ s(q) =

s1(q) = q
R# ¯à¨ q 2 P ¨ s(q) = fq0g ¢ ®áâ «ì­ëå â®çª å. �ç¥¢¨¤­®, s 2 C(R),

fs 6= 0g = P 6= clP = clfs 6= 0g, ¨ ¯® â¥®à¥¬¥ 6 ¬­®¦¥áâ¢® s
�

# ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«®á®©

¯à®áâà ­áâ¢  C1(Q). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, s(q) 2 'q ¤«ï ¢á¥å q 2 Q. B

� § ª«îç¥­¨¥ ¯à¨¢¥¤¥¬ â ¡«¨æã ãá«®¢¨© áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¯®â®ç¥ç­ëå ªà¨â¥à¨¥¢

¤«ï à áá¬®âà¥­­ëå ­ ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¨ á¢®©áâ¢.

� ¡«¨æ . �ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¯®â®ç¥ç­ëå ªà¨â¥à¨¥¢

�­®¦¥áâ¢® �­®¦¥áâ¢® ª®­¥ç­®- �­®¦¥áâ¢® �­®¦¥áâ¢®

�¢®©áâ¢® æ¨ª«¨ç¥áª¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¨¤¥ «®¢ äã­¤ ¬¥­â®¢

�ëâì ¨¤¥ «®¬ �áâì ªà¨â¥à¨© �à¨â¥à¨© âà¨¢¨ «¥­

(â¥®à¥¬  3)

�áâì ªà¨â¥à¨© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , �à¨â¥à¨©

�ëâì äã­¤ ¬¥­â®¬ ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® ¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª Q âà¨¢¨ «¥­

¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ Q (â¥®à¥¬  9)

�¬¥âì á¨«ì­ãî �áâì ªà¨â¥à¨© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

¯®àï¤ª®¢ãî ¥¤¨­¨æã ª®¬¯ ªâ Q ª®­¥ç¥­ (â¥®à¥¬  7, á«¥¤áâ¢¨¥ 4)

�¬¥âì á« ¡ãî �áâì ªà¨â¥à¨© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , �áâì ªà¨â¥à¨©

¯®àï¤ª®¢ãî ¥¤¨­¨æã ª®£¤  ª®¬¯ ªâ Q ª®­¥ç¥­ (â¥®à¥¬  8) (â¥®à¥¬  8)

�ëâì ¯®«®á®© �¥â ªà¨â¥à¨ï (â¥®à¥¬  10)
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