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�¯¨á   ®¤®¯à®¤ãªâ®¢ ï ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì íª®®¬¨ª¨, ¯®§¢®«ïîé ï ¨áá«¥¤®¢ âì å à ªâ¥à

®¯â¨¬ «ìëå áà®ª®¢ äãªæ¨®¨à®¢ ¨ï ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ëå ¬®é®áâ¥©. �ä®à¬ã«¨à®¢  ¯à¨-

æ¨¯ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨,   ®á®¢ ¨¨ ª®â®à®£® ¢ë¡¨à ¥âáï ®¯â¨¬ «ì ï ¯®«¨â¨ª 

¢ë¢®¤  áâ àëå ¨ ¢¢®¤  ®¢ëå, ¡®«¥¥ á®¢¥àè¥ëå ä®¤®¢. �¯¨á ë ¢á¥ ¢®§¬®¦ë¥ ¢ à¨ âë

à §¢¨â¨ï á¨áâ¥¬ë.

�¢¥¤¥¨¥

�à®¨§¢®¤áâ¢¥ ï áâàãªâãà  «î¡®© íª®®¬¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ¯®¤¢¥à¦¥  ¨§¬¥¥-

¨ï¬ ¢® ¢à¥¬¥¨, ®¡ãá«®¢«¥ë¬ à §«¨çë¬¨ ¯à¨ç¨ ¬¨, ¢ â®¬ ç¨á«¥ à §¢¨â¨¥¬

 ãç®-â¥å¨ç¥áª®£® ¯à®£à¥áá  ¨ à®áâ®¬ ä®¤®¢®®àã¦¥®áâ¨. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢áâ -

îâ á«®¦ë¥ § ¤ ç¨ ¬®¤¥«¨à®¢ ¨ï ¨â¥á¨¢®£® à §¢¨â¨ï íª®®¬¨ç¥áª¨å ¨  ãç®-

â¥å¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ ¨ ã¯à ¢«¥¨ï íâ¨¬ à §¢¨â¨¥¬ [1{4]. �®«ìè®¥ § ç¥¨¥ ¢ íâ®¬ á«ã-

ç ¥ ¯à¨®¡à¥â ¥â ã«ãçè¥¨¥ ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï ®á®¢ëå ä®¤®¢ ¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ëå ¬®é-

®áâ¥©. �¥«¨ç¨  ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥®© ¬®é®áâ¨ ä®à¬¨àã¥âáï ¯®¤ ¢«¨ï¨¥¬ ¬®¦¥áâ¢ 

¯à®¨§¢®¤áâ¢¥®-â¥å¨ç¥áª¨å ¨ ®à£ ¨§ æ¨®®-íª®®¬¨ç¥áª¨å ä ªâ®à®¢. � ¨¡®«ì-

è¥¥ ¦¥ ¢«¨ï¨¥   ¢¥«¨ç¨ã ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥®© ¬®é®áâ¨ ®ª §ë¢ ¥â ¨á¯®«ì§ã¥¬®¥ ¢

¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ ®¡®àã¤®¢ ¨¥, ¥£® ª®«¨ç¥áâ¢¥ë© ¨ ª ç¥áâ¢¥ë© á®áâ ¢. � ¬¥  ãáâ -

à¥¢è¥£® ®¡®àã¤®¢ ¨ï   ®¢®¥, ¡®«¥¥ á®¢¥àè¥®¥ (®¡« ¤ îé¥¥ ¡®«ìè¥© ¯à®¨§¢®¤¨-

â¥«ì®áâìî ¨/¨«¨ âàã¤®¥¬ª®áâìî) ¯à¨¢®¤¨â ª  à é¨¢ ¨î ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥®© ¬®é-

®áâ¨. � íâ®¬ á«ãç ¥ ®¤®© ¨§ ¢ ¦¥©è¨å ¯à¨ª« ¤ëå § ¤ ç ï¢«ï¥âáï ¬®¤¥«¨à®¢ ¨¥

¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨ï áà®ª®¢ äãªæ¨®¨à®¢ ¨ï ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ëå ¬®é®áâ¥© íª®®¬¨ç¥á-

ª¨å á¨áâ¥¬.

� ª¨¥ ¬®¤¥«¨ ¨¬¥îâ ¯à¨«®¦¥¨ï   à §«¨çëå ãà®¢ïå ã¯à ¢«¥¨ï íª®®¬¨ª®©

(íª®®¬¨ª  áâà ë, à¥£¨® , ®âà á«¨, ®â¤¥«ì®£® ¯à¥¤¯à¨ïâ¨ï ¨ â. ¯.). �  ¢ëá®ª¨å

ãà®¢ïå ã¯à ¢«¥¨ï â ª¨¥ ¬®¤¥«¨ ®¯â¨¬¨§¨àãîâ ª ª à á¯à¥¤¥«¥¨¥ à¥áãàá®¢ ¬¥¦¤ã

®âà á«ï¬¨, â ª ¨ â¥å¨ç¥áªãî ¯®«¨â¨ªã. �  ¡®«¥¥ ¨§ª¨å ãà®¢ïå (®âà á«ì, ¯à¥¤¯à¨-

ïâ¨¥) ®¨ ®¯¨áë¢ îâ ¯à®æ¥ááë § ¬¥ë, ®¡®¢«¥¨ï ¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¬ è¨ ¨ ®¡®àã-

¤®¢ ¨ï ¢ íª®®¬¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ë ¤«ï â ª¨å ª®ªà¥âëå

§ ¤ ç ª ª à áç¥â (¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨ï) ¬ â¥à¨ «ì®-â¥å¨ç¥áª®£® á ¡¦¥¨ï, ®¯à¥¤¥«¥¨ï

¯®âà¥¡®áâ¥© ¢ ¬ è¨ å ¨ ®¡®àã¤®¢ ¨¨ ¨ ¤à. � ¨¡®«¥¥ ¯¥àá¯¥ªâ¨¢ë¬ ï¢«ï¥âáï ¯à¨-

¬¥¥¨¥ ¤ ®£® ª« áá  ¬®¤¥«¥© ¤«ï § ¤ ç ¯à®£®§¨à®¢ ¨ï ¨ ¤®«£®áà®ç®£® ¯« ¨à®-

¢ ¨ï ¢ ¬ áèâ ¡ å  à®¤®£® å®§ï©áâ¢  ¨«¨ ¢ ä®¤®¥¬ª¨å ®âà á«ïå ¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢ å

á ¨â¥á¨¢ë¬ â¥å¨ç¥áª¨¬ ¯à®£à¥áá®¬.

� ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥áâë¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¬ ªà®íª®®¬¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ á ®¢¥é¥áâ¢«¥ë¬

â¥å¨ç¥áª¨¬ ¯à®£à¥áá®¬ ï¢«ï¥âáï ¬®¤¥«ì �®«®ã [6]. �®£« á® ¬®¤¥«¨ �®«®ã â¥å¨-

ç¥áª¨© ¯à®£à¥áá ¢®¯«®é¥ ¢ ®á®¢ëå ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ëå ä®¤ å: ä®¤ë, á®§¤ ë¥

c 2002 �¥ª« àï �. �., �®à¨á®¢  �. �.
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¥¤ ¢®, ¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢ë ¯® áà ¢¥¨î á ¢ë¯ãé¥ë¬¨ ¢ ¡®«¥¥ à ¨¥ ¬®¬¥âë

¢à¥¬¥¨,   ä®¤ë, á®§¤ ë¥ ¢ ®¤®¬ £®¤ã, ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî íää¥ªâ¨¢®áâì.

� ¬®¤¥«¨ �®«®ã ®¯¨áë¢ ¥âáï â®«ìª® á«ãç © à ¢®¬¥àëå â¥¬¯®¢ ¨§®á  ¨ ®  ¥

ãç¨âë¢ ¥â ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¤¨ ¬¨ç¥áª®¥, ¥à ¢®¬¥à®¥ à §¢¨â¨¥ íª®®¬¨ª¨.

�®¢ë¬ íâ ¯®¬ ¢ à §¢¨â¨¨ â ª¨å ¬®¤¥«¥© áâ «¨ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨, ¯®§¢®«ï-

îé¨¥ ã¯à ¢«ïâì ¤¨ ¬¨ª®© á¢®à ç¨¢ ¨ï ãáâ à¥¢è¨å ®á®¢ëå ä®¤®¢ [7, 8]. �á«¨

à ìè¥ ¢à¥¬ï á«ã¦¡ë ä®¤®¢ ¢ ®á®¢®¬ ®¯à¥¤¥«ï«®áì â®«ìª® «¨èì á â®çª¨ §à¥¨ï ¨å

ä¨§¨ç¥áª®£® ¨§®á , ¨ íâ® ¢à¥¬ï § ç¨â¥«ì® ¯à¥¢ëè «® áà®ª á«ã¦¡ë «î¡®© ¥¤¨¨-

æë âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢, â® â¥¯¥àì ¢ á¢ï§¨ á à §¢¨â¨¥¬  ãç®-â¥å¨ç¥áª®£® ¯à®£à¥áá 

áà®ª á«ã¦¡ë ä®¤®¢ ¢ ¡®«ìè¥© áâ¥¯¥¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨å ¬®à «ìë¬ ¨§®á®¬. �®-

ï¢«¥¨¥ ®¢ëå, ¡®«¥¥ á®¢¥àè¥ëå â¥å®«®£¨© ¬®£®ªà â® á®ªà é ¥â áà®ª á«ã¦¡ë

ä®¤®¢,   ¢ ®â¤¥«ìëå ®âà á«ïå íâ® ¢à¥¬ï á®áâ ¢«ï¥â «¨èì ¥áª®«ìª® «¥â ( ¯à¨-

¬¥à, ¢ ®¡« áâ¨ í«¥ªâà®®© ¯à®¬ëè«¥®áâ¨, ª®¬¯ìîâ¥àëå â¥å®«®£¨©). �®íâ®¬ã,

¥á«¨ ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¯à®¨áå®¤¨â ¢á¥£® «¨èì § ¬¥  áâ à®£® ®¡®àã¤®¢ ¨ï   ®¢®¥, â®

¢® ¢â®à®¬ | ¯®« ï à¥ª®áâàãªæ¨ï ä®¤®¢, â. ¥.  ¨¬¥¥¥ íää¥ªâ¨¢ë¥ ¢ë¢®¤ïâáï

¨§ ¯à®¨§¢®¤áâ¢  (¨ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï),   ¢ëá¢®¡®¦¤ îé¨¥áï âàã¤®¢ë¥

à¥áãàáë  ¯à ¢«ïîâáï   ¢®¢ì á®§¤ ¢ ¥¬ë¥ ä®¤ë.

� ª¨¥ ¬®¤¥«¨ ¢¯¥à¢ë¥ ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥ë �. �. � â®à®¢¨ç¥¬ ¢ 1959 £. �¤ ª® ¨å

¤ «ì¥©è¥¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¥ ¯à®¢®¤¨«®áì, ¨ â®«ìª® ¢ 1973 £. ¯®ï¢«ï¥âáï à ¡®â , ¢

ª®â®à®© ¯à¨¢¥¤¥  ®¤®¯à®¤ãªâ®¢ ï ¬ ªà®íª®®¬¨ç¥áª ï ¤¨ ¬¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì.

�à¨æ¨¯¨ «ì® ®¢ë¬ ¢ ¬®¤¥«¨ � â®à®¢¨ç  ï¢«ï¥âáï ¢¢¥¤¥¨¥ ®¢®© äãª-

æ¨¨ | m(t) | ¢à¥¬¥®© £à ¨æë ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï ä®¤®¢: ¢á¥ ä®¤ë, á®§¤ ë¥

à ¥¥ ¬®¬¥â  m(t), ¢ ¬®¬¥â t ®ª §ë¢ îâáï ¢ë¢¥¤¥ë¬¨ ¨§ ¯à®¨§¢®¤áâ¢ .

�. �. � â®à®¢¨ç¥¬ ¡ë« ¯à¥¤«®¦¥ ¯à¨æ¨¯ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨.

�®£« á® íâ®¬ã ¯à¨æ¨¯ã á¯®á®¡ ¢ë¢®¤  ãáâ à¥¢è¨å ¨ áâàãªâãà  ¢®¢ì á®§¤ ëå ®á-

®¢ëå ä®¤®¢ ï¢«ïîâáï ®¯â¨¬ «ìë¬¨, ¥á«¨ ®¨ ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ ¬ ªá¨¬ «ìë© â¥¬¯

à®áâ   æ¨® «ì®£® ¤®å®¤  ¢ â¥ªãé¨© ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨.

�¥§ ¢¨á¨¬® ®â à ¡®âë [9] �. �. �«ãèª®¢ ¯à¥¤«®¦¨« ¢ 1977 £. ¤¢ãå¯à®¤ãªâ®-

¢ãî ¬ ªà®íª®®¬¨ç¥áªãî ¬®¤¥«ì [8], ¤®¯®«ïîéãî ¬®¤¥«ì � â®à®¢¨ç . �â  ¬®¤¥«ì

®¯¨áë¢ ¥â ¤¢¥ £àã¯¯ë ¯à®¨§¢®¤áâ¢ : � | ¯à®¨§¢®¤áâ¢® áà¥¤áâ¢ ¯à®¨§¢®¤áâ¢  ¨ � |

¯à®¨§¢®¤áâ¢® ¯à¥¤¬¥â®¢ ¯®âà¥¡«¥¨ï.

� ¬®¤¥«ïå � â®à®¢¨ç  ¨ �«ãèª®¢ , ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ¬®¤¥«¨ �®«®ã,  àï¤ã á ®¢¥-

é¥áâ¢«¥ë¬ ãà®¢¥¬ ®¯¨á ¨ï  ãç®-â¥å¨ç¥áª®£® ¯à®£à¥áá , á®¤¥à¦¨âáï ¢®§¬®¦-

®áâì ã¯à ¢«¥¨ï ¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ à §¢¨â¨ï íª®®¬¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ §  áç¥â ¨§¬¥¥¨ï

¯®«¨â¨ª¨ ®¡®¢«¥¨ï ®á®¢ëå ä®¤®¢.

� ãç®-â¥å¨ç¥áª¨© ¯à®£à¥áá ¢¥¤¥â ª ¢ëá®ª¨¬ â¥¬¯ ¬ ®¡®¢«¥¨ï â¥å®«®£¨©

¨ á®¯ãâáâ¢ãîé¨å ¨¬ à áè¨à¥¨î, à¥ª®áâàãªæ¨¨ ¨ â¥å¨ç¥áª®¬ã ¯¥à¥¢®®àã¦¥¨î

¤¥©áâ¢ãîé¨å ¯à¥¤¯à¨ïâ¨©. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢áâ ¥â ¢®¯à®á ¥ â®«ìª® ® ¯®¨áª¥ ®¯â¨-

¬ «ìëå áà®ª®¢ á«ã¦¡ë ä®¤®¢, ® ¨ à¥¦¨¬®¢ ¢¢®¤  ®¢ëå ä®¤®¢. �¥è¥¨¥ ¤ -

®© ¯à®¡«¥¬ë ¯®§¢®«ï¥â ®¡¥á¯¥ç¨âì  ãç® ®¡®á®¢ ë© ¢ë¡®à ¯®«¨â¨ª¨ à §¢¨â¨ï

¯à®¨§¢®¤áâ¢  ¢ ãá«®¢¨ïå  ãç®-â¥å¨ç¥áª®£® ¯à®£à¥áá  ¨ à®áâ  ä®¤®¢®®àã¦¥®áâ¨

¯à®¨§¢®¤áâ¢ .

�  ï à ¡®â  ¯®á¢ïé¥  ¯à®¡«¥¬¥ ¯®¨áª  ®¯â¨¬ «ì®© ¯®«¨â¨ª¨ ¢ë¢®¤  ¨§ ¯à®-

¨§¢®¤áâ¢  ãáâ à¥¢è¨å ä®¤®¢ ¨ ¢¢®¤  ®¢ëå (¡®«¥¥ á®¢¥àè¥ëå) ¢ à ¬ª å ¯®áâà®¥-

®© ®¤®¯à®¤ãªâ®¢®© ¬®¤¥«¨. �«ï ¤®áâ¨¦¥¨ï íâ®© æ¥«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ªà¨â¥à¨ï ®¯â¨-

¬ «ì®áâ¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ý¯à¨æ¨¯ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨þ, ¯à¥¤«®¦¥ë©

�. �. � â®à®¢¨ç¥¬ [10].
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1. �¯¨á ¨¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬®¤¥«¨

�ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì á¨áâ¥¬ã, ¯à®¨§¢®¤ïéãî ®¤¨ ¯à®¤ãªâ ¨ ®¡« ¤ îéãî ¢ëá®-

ª¨¬¨ â¥¬¯ ¬¨ ®¡®¢«¥¨ï â¥å®«®£¨©, á ¤¢ã¬ï £« ¢ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ë¬¨ ä ªâ®-

à ¬¨ | ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ë¥ ä®¤ë (®¢¥é¥áâ¢«¥ë© ª ¯¨â «), ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ë¥

¯® ¬®¬¥â ¬ ¨å á®§¤ ¨ï ¨ ¨§¬¥àï¥¬ë¥ ¢ ¥¤¨¨æ å ¯à®¤ãªâ ,   â ª¦¥ âàã¤®¢ë¥ à¥-

áãàáë, ¨§¬¥àï¥¬ë¥ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ âàã¤®¢ëå ¥¤¨¨æ.

�ãáâì íää¥ªâ¨¢®áâì ¯à®¨§¢®¤áâ¢  ¢ «î¡®© ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯à®-

¨§¢®¤áâ¢¥®© äãªæ¨¥© U(x; y; �), ¢ëà ¦ îé¥© ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨áâ®£® ¯à®¤ãªâ , á®§¤ -

¢ ¥¬®£® âàã¤®¬ y (¢ ¥¤¨¨æã ¢à¥¬¥¨) ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ëå ä®¤®¢

®¡ê¥¬  x (á®§¤ ëå ¢ ¬®¬¥â � (� < t)). �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® äãªæ¨ï U ¬®®â®®

¢®§à áâ ¥â ¯® � , çâ® ®âà ¦ ¥â ã¢¥«¨ç¥¨¥ íää¥ªâ¨¢®áâ¨ ¡®«¥¥ ®¢ëå ä®¤®¢ ¯®¤

¤¥©áâ¢¨¥¬ â¥å¨ç¥áª®£® ¯à®£à¥áá . �à®¬¥ â®£®, ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¯® ¯¥à¢ë¬ ¤¢ã¬

 à£ã¬¥â ¬ äãªæ¨ï U ï¢«ï¥âáï ®¤®à®¤®© (íâ® ®âà ¦ ¥â ®âáãâáâ¢¨¥ íää¥ªâ  ¬ á-

èâ ¡  ¯à®¨§¢®¤áâ¢ ) ¨ ¢®£ãâ®© (â. ¥. äãªæ¨ï U ¡ §¨àã¥âáï   ®¯â¨¬ «ìëå á¯®á®¡ å

¯à®¨§¢®¤áâ¢ ).

�¥à¥§ �(t) ®¡®§ ç¨¬ ¨â¥á¨¢®áâì ¢¢®¤  ª ¯¨â «®¢«®¦¥¨©, ¨¤ãé¨å   ã¢¥«¨-

ç¥¨¥ ä®¤®¢ ¨ § ¬¥ã ¢ë¡ë¢ îé¨å ¨§ ¯à®¨§¢®¤áâ¢  ä®¤®¢, â. ¥. ®¡ê¥¬ ä®¤®¢,

¢¢¥¤¥ëå ¢ ¯à®¨§¢®¤áâ¢® ¢® ¢à¥¬¥®¬ ¨â¥à¢ «¥ [t; t + dt], à ¢¥ �(t)dt. �ãªæ¨ï

�(t) ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï «¨¡® íª§®£¥®© ¯¥à¥¬¥®© ¬®¤¥«¨, â. ¥. § ¤ ®© ¨§ ç «ì®,

«¨¡® ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ®  á®áâ ¢«ï¥â ¯®áâ®ïãî ç áâì ¯à®¨§¢®¤¨¬®£® ¢ ¬®¬¥â

¢à¥¬¥¨ t ç¨áâ®£® ¯à®¤ãªâ  (í¤®£¥ ï ¯¥à¥¬¥ ï). � á«ãç ¥ íª§®£¥® § ¤ ®©

äãªæ¨¨ �(t) ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ®  ï¢«ï¥âáï  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢®©, á ¯à®¨§-

¢®¤®© ¥¯à¥àë¢®© á¯à ¢ .

�®«¨ç¥áâ¢® âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢, § ïâëå   á®§¤ ¢ ¥¬ëå ä®¤ å, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï

¨â¥á¨¢®áâìî ¨å ¢¢®¤  '(t), â. ¥. ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® âàã¤®¢ë¥ à¥áãàáë, ¢¢¥¤¥-

ë¥ ¢® ¢à¥¬¥®¬ ¨â¥à¢ «¥ [t; t + dt], à ¢ïîâáï '(t)dt ¥¤¨¨æ ¬. �ãªæ¨î '(t)

¥®¡å®¤¨¬®  ©â¨. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® '(t) | ¥®âà¨æ â¥«ì ï äãªæ¨ï ªãá®ç®-

¥¯à¥àë¢ ï á¯à ¢ .

� ¬®¤¥«¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® â¥å¨ç¥áª¨© ¯à®£à¥áá ¨ à®áâ ä®¤®¢®®àã¦¥®áâ¨

¯à¨¢®¤ïâ ª ãáª®à¥¨î â¥¬¯®¢ á¬¥ï¥¬®áâ¨ â¥å®«®£¨© ¯à®¨§¢®¤áâ¢ , ¨ ª ª á«¥¤áâ¢¨¥

ª ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ § ¬¥ë ãáâ à¥¢è¨å ä®¤®¢. � à¥§ã«ìâ â¥  ¨¬¥¥¥ íää¥ªâ¨¢ë¥

ä®¤ë ¥¯à¥àë¢® ¢ë¢®¤ïâáï ¨§ ¯à®¨§¢®¤áâ¢  (¨ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï),

  ¢ëá¢®¡®¦¤ îé¨¥áï âàã¤®¢ë¥ à¥áãàáë  ¯à ¢«ïîâáï   ¢®¢ì á®§¤ ¢ ¥¬ë¥ ä®¤ë.

� ¨¡®«¥¥ áâ àë¥ ä®¤ë (¨¬¥îé¨¥ á ¬ë© à ¨© ¯¥à¨®¤ á®§¤ ¨ï áà¥¤¨ ä®¤®¢, § -

ïâëå ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯à®¨§¢®¤áâ¢    ¬®¬¥â t) ¡ã¤ãâ ¢ë¢®¤¨âìáï ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì. �®-

«¨â¨ª  ¢ë¢®¤  ¨§ ¯à®¨§¢®¤áâ¢  ãáâ à¥¢è¨å ä®¤®¢ å à ªâ¥à¨§ã¥âáï äãªæ¨¥© m(t),

®¯à¥¤¥«ïîé¥© ¬®¬¥â á®§¤ ¨ï ä®¤®¢, ¢ë¢®¤¨¬ëå ¨§ ¯à®¨§¢®¤áâ¢  ¢ ¬®¬¥â ¢à¥-

¬¥¨ t (m(t) < t). �ãªæ¨î m(t) ¥®¡å®¤¨¬®  ©â¨. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® m(t) |

 ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï, á ¯à®¨§¢®¤®© ¥¯à¥àë¢®© á¯à ¢ . �à®¬¥ â®£®,

¯à¨ ¢ë¢®¤¥ áâ àëå ä®¤®¢ áãé¥áâ¢ãîâ ®£à ¨ç¥¨ï, ª®â®àë¥ ¢ëà ¦ îâáï ¢ áª®à®áâ¨

§ ¬¥é¥¨ï ãáâ à¥¢è¨å ä®¤®¢ ¢® ¢à¥¬¥¨, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â ª®áâ â  M (M � 1)

â ª ï, çâ® m0(t) 6 M (â. ¥. ãáâ à¥¢è¨¥ ª ¬®¬¥âã ¢à¥¬¥¨ t ä®¤ë ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì

¢ë¢¥¤¥ë ¢á¥ ®¤®¢à¥¬¥®). �à®¬¥ â®£®, ¨§ á¬ëá«  m(t) á«¥¤ã¥â, çâ® m0(t) > 0 ¨

m(t) < t.

�ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¢® ¢à¥¬¥¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥ª¨© àï¤ à §«¨çëå â¥å®«®-

£¨©. � ª ¦¤ë© ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t ¢áâ ¥â ¢®¯à®á ® ¢ë¡®à¥ ¨ ¢¥¤à¥¨¨ ¢ ¯à®¨§¢®¤áâ¢®
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â®© ¨«¨ ¨®© â¥å®«®£¨¨. �®«¨â¨ª  ¢¢®¤  ¢ ¯à®¨§¢®¤áâ¢® ®¢ëå ¬®é®áâ¥© å à ªâ¥-

à¨§ã¥âáï äãªæ¨¥© �(t), ®¯à¥¤¥«ïîé¥© ¬®¬¥â § ¯ãáª  ®¢®© â¥å®«®£¨¨, ¯®«®áâìî

®á¢ ¨¢ ¥¬®© ª ¬®¬¥âã ¢à¥¬¥¨ t. �ãªæ¨ï �(t) ï¢«ï¥âáï ¥¨§¢¥áâ®©. �à¥¤¯®« £ -

¥âáï, çâ® �(t) |  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï, á ¯à®¨§¢®¤®© ¥¯à¥àë¢®© á¯à -

¢ . �§ á¬ëá«  äãªæ¨© m(t) ¨ �(t) á«¥¤ã¥â, ®¨ ¤®«¦ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãá«®¢¨ï¬

m(t) 6 �(t) 6 t, �0(t) > 0.

�¥à¥§ Ta(t) ¨ Tp(t) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì, á®®â¢¥âáâ¢¥®,  ªâ¨¢ë¥ ¨ ¯ áá¨¢ë¥ âàã-

¤®¢ë¥ à¥áãàáë ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t, â. ¥. Ta(t) | íâ® âàã¤®¢ë¥ à¥áãàáë, ãç áâ¢ãîé¨¥

¢ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥   ¤¥©áâ¢ãîé¨å ä®¤ å ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t, a Tp(t) | âàã¤®¢ë¥ à¥-

áãàáë, ª®â®àë¥ § ¤¥©áâ¢®¢ ë ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t   ¢¢®¤¨¬ëå ä®¤ å (®á¢ ¨¢ ¥¬ëå

ä®¤ å). �ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® âàã¤®¢ë¥ à¥áãàáë ª ª  ªâ¨¢ë¥, â ª ¨ ¯ áá¨¢ë¥

¥ ã¡ë¢ îâ, â. ¥. T 0

a(t) > 0, T 0

p(t) > 0, ¨ § ¤ îâáï  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢ë¬¨ äãªæ¨ï-

¬¨, á ¯à®¨§¢®¤®© ªãá®ç®-¥¯à¥àë¢®© á¯à ¢ .

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ P (t) ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨áâ®£® ¯à®¤ãªâ , ¯à®¨§¢®¤¨¬®£®   ä®¤ å,

ãç áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t.

2. �®áâ ®¢ª  § ¤ ç¨.

�à¨æ¨¯ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨

�¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ª ¯®áâ ®¢ª¥ § ¤ ç¨ ¨ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯à¨æ¨¯  ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì-

®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨.

� æ¨® «ìë© ¤®å®¤ ¢ ª ¦¤ë© ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® á«¥¤ãîé¥© ä®à-

¬ã«¥

P (t) =

�(t)Z
m(t)

U(�(�); '(�); �)d�: (2:1)

�à ¢¥¨¥ ¡ « á   ªâ¨¢ëå âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢:

�(t)Z
m(t)

'(�)d� = Ta(t):

�â® ãà ¢¥¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ® ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ä®à¬¥:

'(�(t))�0(t)� '(m(t))m0(t) = T 0

a(t): (2:2)

�à ¢¥¨¥ ¡ « á  ¯ áá¨¢ëå âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢:

tZ
�(t)

'(�)d� = Tp(t):

� ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ä®à¬¥ íâ® ãà ¢¥¨¥ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¢¨¤:

'(t) = '(�(t))�0(t) + T 0

p(t): (2:3)
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�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ëà ¦¥¨ï (2.2), (2.3) ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ íª¢¨¢ «¥âë ãà ¢¥-

¨ï¬ ¡ « á   ªâ¨¢ëå ¨ ¯ áá¨¢ëå âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢, § ¯¨á ë¬ ¢ ¨â¥£à «ì®©

ä®à¬¥ (á â®ç®áâìî ¤®  ç «ìëå § ç¥¨©).

�à ¢¥¨¥ ¡ « á  ¯® ä®¤ ¬ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  �(t) à ¢  ¯®áâ®ï®© ç áâ¨  -

æ¨® «ì®£® ¤®å®¤ , â. ¥. �(t) = �P (t) (0 < � < 1 | ¯®áâ®ï ï ®à¬   ª®¯«¥¨ï).

�á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ã (2.1), ãà ¢¥¨¥ ¡ « á  ¯® ä®¤ ¬ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¢¨¤

�(t) = �

�(t)Z
m(t)

U(�(�); '(�); �)d�;

  ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ä®à¬¥:

�0(t) = �
�
U
�
�(�(t)); '(�(t)); �(t)

�
�0(t)� U

�
�(m(t)); '(m(t));m(t)

�
m0(t)

�
: (2:4)

�£à ¨ç¥¨ï   áª®à®áâì ¯à®æ¥¤ãàë § ¬¥é¥¨ï ãáâ à¥¢è¨å ä®¤®¢ ¨ ¢¢®¤  ®-

¢ëå:

0 6 m0(t) 6M; �0(t) > 0: (2:5)

� ¬®¤¥«¨ �. �. � â®à®¢¨ç  [10] ¨¥àæ¨®®áâì ¯à¨ ¢¢®¤¥ ®¢ëå ä®¤®¢ ¥ ãç¨-

âë¢ ¥âáï, áç¨â ¥âáï, çâ® ¢¢®¤¨¬ë¥ ä®¤ë ¨¬¥îâ ¬£®¢¥ãî ®â¤ çã, â. ¥. �(t) � t.

�à®¬¥ â®£®, ¢ ¬®¤¥«¨ � â®à®¢¨ç  ¥â ®£à ¨ç¥¨ï   áª®à®áâì ¯à®æ¥¤ãàë ¢ë-

¢®¤  ãáâ à¥¢è¨å ä®¤®¢, â. ¥. ä®¤ë ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ë¢¥¤¥ë ¨§ ¯à®¨§¢®¤áâ¢  áª®«ì

ã£®¤® ¡ëáâà®.

�ãáâì t̂ |  ç «ìë© ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨. �¢¥¤¥¬ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨¨ (�) =

fm(�); �(�); '(�)g, £¤¥ m(t), �(t) |  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢ë¥   [t̂;+1[ äãªæ¨¨ á

¥¯à¥àë¢®© á¯à ¢  ¯à®¨§¢®¤®©; '(t), t 2 [t̂;+1[ | äãªæ¨ï ®£à ¨ç¥®© ¢ -

à¨ æ¨¨, ¥¯à¥àë¢ ï á¯à ¢  (¢ á«ãç ¥, ¥á«¨ �(t) ï¢«ï¥âáï íª§®£¥®© ¯¥à¥¬¥-

®©). �á«¨ �(t) § ¤ ¥âáï í¤®£¥®, â® ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢¥ªâ®à-äãªæ¨î (�) =

fm(�); �(�); �(�); '(�)g, £¤¥ �(t), t 2 [t̂;+1[ |  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï á ¯à®-

¨§¢®¤®© ¥¯à¥àë¢®© á¯à ¢ .

�¥ªâ®à-äãªæ¨¨ (�) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì âà ¥ªâ®à¨ï¬¨.

�®«¨â¨ª  ¢ë¡®à  ®¯â¨¬ «ì®© âà ¥ªâ®à¨¨ ®á®¢ë¢ ¥âáï   á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¨æ¨¯¥.

�à¨æ¨¯ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨: áâà â¥£¨ï ¢ë¡®à  ¯¥à¥¬¥ëå

¬®¤¥«¨ ¤®«¦  ¡ëâì â ª®¢ , çâ®¡ë ¢ ª ¦¤ë© ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ ®¡¥á¯¥ç¨âì ¬ ªá¨¬ «ì-

ë© â¥¬¯ à®áâ   æ¨® «ì®£® ¤®å®¤ .

�¨¦¥ ¯à¨æ¨¯ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¡ã¤¥â ä®à¬ «¨§®¢  ¤«ï à á-

á¬ âà¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¨. �à¨ íâ®¬ ¯à¨æ¨¯ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¬®¦¥â

¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢  ¢ ¢¨¤¥ ãà ¢¥¨ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨, ª®â®à®¬ã

¤®«¦ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ¯¥à¥¬¥ë¥ ¬®¤¥«¨; ä®à¬ «ì®, ¢ ª ¦¤ë© ¬®¬¥â ¢à¥¬¥-

¨ t > t̂ (£¤¥ t |  ç «ìë© ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨) ¢¤®«ì âà ¥ªâ®à¨¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥©

¯à¨æ¨¯ã ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨, ¯à ¢ ï ¯à®¨§¢®¤ ï  æ¨® «ì®£® ¤®-

å®¤  P(t) ¤®«¦  ¯à¨¨¬ âì ¬ ªá¨¬ «ì® ¢®§¬®¦®¥ § ç¥¨¥,   ¨¬¥® ¢ ª ¦¤®©

â®çª¥ t > t̂ äãªæ¨® « P 0

(t) ®â®á¨â¥«ì® �
0(t);m0(t); '(t) ¤®«¦¥ ¯à¨¨¬ âì ¬ ªá¨-

¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ ¢¤®«ì âà ¥ªâ®à¨¨ (t) = fm(t); �(t); '(t)g ¯à¨ t 2 [t̂;+1[, ã¤®¢«¥â-

¢®àïîé¥© ãá«®¢¨ï¬ (2.2), (2.3), (2.5) (¢ á«ãç ¥ íª§®£¥® § ¤ ®© äãªæ¨¨ ª ¯¨â «ì-

ëå ¢«®¦¥¨© �(t); ¤«ï í¤®£¥® ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© äãªæ¨¨ �(t) | ¢¤®«ì âà ¥ªâ®à¨¨

(t) = fm(t); �(t); �(t); '(t)g ¯à¨ t 2 [t̂;1[, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨ï¬ (2.2){(2.5)).
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3. �«ãç © íª§®£¥® § ¤ ®© äãªæ¨¨ ª ¯¨â «®¢«®¦¥¨©

� á«ãç ¥, ª®£¤  ¨â¥á¨¢®áâì ¢¢®¤  ª ¯¨â «®¢«®¦¥¨© �(t) § ¤ ¥âáï  ¯à¨®à¨,

¬®¤¥«ì ®¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬¨ ãà ¢¥¨ï¬¨:

 æ¨® «ìë© ¤®å®¤ ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t:

P (t) =

�(t)Z
m(t)

U(�(�); '(�); �)d� ; (3:1)

ãà ¢¥¨ï ¡ « á   ªâ¨¢ëå ¨ ¯ áá¨¢ëå âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢ á®®â¢¥âáâ¢¥®, § -

¯¨á ë¥ ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ä®à¬¥:

'(�(t))�0(t)� '(m(t))m0(t) = T 0

a(t); (3:2)

'(t) = '(�(t))�0(t) + T 0

p(t); (3:3)

®£à ¨ç¥¨ï   áª®à®áâì ¯à®æ¥¤ãàë § ¬¥é¥¨ï ãáâ à¥¢è¨å ä®¤®¢ ¨ ¢¢®¤  ®-

¢ëå:

0 6 m0(t) 6M; �0(t) > 0; (3:4)

¨ä®à¬ æ¨ï ®  ç «ì®¬ á®áâ®ï¨¨ á¨áâ¥¬ë § ¤   ¢ ¢¨¤¥ á«¥¤ãîé¨å ¤ ëå:

1)  ç «ìë¥ ¤ ë¥ t̂, m̂ = m(t̂), �̂ = �(t̂), ¯à¨ç¥¬ m̂ 6 �̂ 6 t̂, m̂ < t̂;

2)   ¨â¥à¢ «¥ [m̂; t̂] § ¤   ¯®«®¦¨â¥«ì ï ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï �(t) â ª ï,

çâ® '(t) á®¢¯ ¤ ¥â á �(t)   ¯®«ã¨â¥à¢ «¥ [m̂; t̂];

3)   ¯®«ã¯àï¬®© [m̂;+1[ § ¤   äãªæ¨ï ª ¯¨â «®¢«®¦¥¨© �(t) | ¯®«®¦¨â¥«ì-

 ï, ¥¯à¥àë¢ ï, ¬®®â®® ¢®§à áâ îé ï.

�¥¯¥àì ¤«ï § ¤ ç¨ (3.1){(3.4) ¤ ¤¨¬ â®ç®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¨æ¨¯  ¤¨ää¥à¥æ¨-

 «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨.

�à ¢ ï ¯à®¨§¢®¤ ï P 0

(t) ¤«ï âà ¥ªâ®à¨¨ (t) = fm(t); �(t); '(t)g, ¢ ¯à®¨§¢®«ì®©

â®çª¥ t 2 [t̂;+1[ ¨¬¥¥â ¢¨¤

P 0

(t) = U
�
�(�(t)); '(�(t)); �(t)

�
�0(t)� U

�
�(m(t)); '(m(t));m(t)

�
m0(t): (3:5)

�à¨ ª ¦¤®¬ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ [t̂;+1[ à áá¬®âà¨¬ íªáâà¥¬ «ìãî § ¤ çã:

� ¤ ç  (�).

U
�
�(�(t)); '(�(t)); �(t)

�
u� U

�
�(m(t)); '(m(t));m(t)

�
v ! max

u;v;w
; (3:6)

'(�(t))u � '(m(t))v = T 0

a(t); (3:7)

w = '(�(t))u + T 0

p(t); (3:8)

0 6 v 6M; u > 0; w > 0: (3:9)

(�á«¨ ¢ (3.6){(3.8) �(t) = t ¨«¨ m(t) = t, â® § ç¥¨¥ '(t) § ¬¥ï¥âáï   w.)

�¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ¤ âì ä®à¬ «ì®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¨æ¨¯  ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®©

®¯â¨¬¨§ æ¨¨.
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�à¨æ¨¯ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨. �à ¥ªâ®à¨ï (�) = fm(�); �(�),

'(�)g ¢ â®çª¥ t 2 [t̂;+1[ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨æ¨¯ã ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨,

¥á«¨ ¢ â®çª¥ t 2 [t̂;+1[ ®  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®£à ¨ç¥¨ï¬ (3:2){(3:4),   à¥è¥¨¥

(v�; u�; w�) íªáâà¥¬ «ì®© § ¤ ç¨ (3:6){(3:9) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ à ¢® u� = �0(t), v� = m0(t),

w� = '(t).

�®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ áâ àë¥ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ë¥ ä®¤ë ®ª §ë¢ îâáï áà ¢¨¬ë¬¨ á ¢¢®-

¤¨¬ë¬¨ (  ¨¬¥®, ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî ¯à®¨§¢®¤¨â¥«ì®áâì ), â® ¯à¥¤¯®çâ¥¨¥ ®â¤ ¥â-

áï ®¢ë¬ ä®¤ ¬, ¯à¨ íâ®¬ ãáâ à¥¢è¨¥ ä®¤ë ¢ë¢®¤ïâáï ¬ ªá¨¬ «ì® ¡ëáâà®, â. ¥.

v� = �.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® âà ¥ªâ®à¨ï (�) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨æ¨¯ã ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®©

®¯â¨¬¨§ æ¨¨, ¥á«¨ ®  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥¬ã ¢ «î¡®© â®çª¥ t 2 [t̂;+1[.

� ª ç¥áâ¢¥ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥®© äãªæ¨¨ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì å®à®è® ¨§¢¥áâãî

äãªæ¨î �®¡¡  | �ã£« á  U(�;'; t) = f(t)��(t)'�(t), � + � = 1, ¤«ï ª®â®-

à®© ¥¯à¥àë¢®-¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ï äãªæ¨ï f(t) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ f(t) > 0,

f 0(t) > 0 ¨ ®âà ¦ ¥â ãà®¢¥ì á®áâ®ï¨ï  ãç®-â¥å¨ç¥áª®£® ¯à®£à¥áá  ¢ ¬®¬¥â t.

�ãªæ¨ï �®¡¡  | �ã£« á  ï¢«ï¥âáï ®¤®à®¤®© ¨ ¢®£ãâ®©.

�à¨æ¨¯ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¯à¨¢®¤¨â ª á«®¦®© á¨áâ¥¬¥ äãªæ¨®-

 «ì®-¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© (á¨áâ¥¬¥ ãà ¢¥¨© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨-

¬¨§ æ¨¨). �ë¤¥«ïîâáï ¤¢  ®á®¢ëå à¥¦¨¬  ¯®¢¥¤¥¨ï á¨áâ¥¬ë:

1. �«ãç © ®âáãâáâ¢¨ï ¨¥àæ¨®®áâ¨ ¯à¨ ¢¢®¤¥ ®¢ëå ä®¤®¢: �(t) = t, â. ¥.

¢¢®¤¨¬ë¥ ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t ä®¤ë  ç¨ îâ ¤ ¢ âì ®â¤ çã ¬£®¢¥® (¯à¨ íâ®¬

à¥¦¨¬¥ ®¡ê¥¬ ¯ áá¨¢ëå âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢ ¥ ¬¥ï¥âáï; ¥á«¨ ¦¥ ¯à¨ íâ®¬ à¥¦¨¬¥

¨§¬¥ï¥âáï ®¡ê¥¬ ¯ áá¨¢ëå âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢ T 0

p(t) 6= 0, â® ¯à®¨áå®¤¨â ¯¥à¥å®¤  

à¥¦¨¬ 2);

2. �ç¥â ¨¥àæ¨®ëå á¢®©áâ¢ ¯à¨ ¢¢®¤¥ ®¢ëå ä®¤®¢: �(t) < t, â. ¥. ¢¢®¤¨¬ë¥

¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t ä®¤ë  ç¨ îâ ¤ ¢ âì ®â¤ çã ¥ áà §ã,   âà¥¡ãîâ ¢à¥¬¥¨  

¢¢®¤ ¨ ®á¢®¥¨¥.

�¥à¥¬¥ë¥ á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¢ ª ¦¤ë© ¬®-

¬¥â ¢à¥¬¥¨ t 2 [t̂;+1[ ¤®«¦ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì á«¥¤ãîé¥© á¨áâ¥¬¥ ãà ¢¥¨©

m0(t) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0; ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) 6= 0;

'max(t)

'(m(t))
�

T 0

a
(t)+T 0

p
(t)

'(m(t))
6 0;

'max(t)

'(m(t))
�

T 0

a
(t)+T 0

p
(t)

'(m(t))
; ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) 6= 0;

0 <
'max(t)

'(m(t))
�

T 0

a
(t)+T 0

p
(t)

'(m(t))
< M ;

M; ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) 6= 0;

'max(t)

'(m(t))
�

T 0

a
(t)+T 0

p
(t)

'(m(t))
>M ;

0; ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) = 0;

0; ¥á«¨ �(t) < t; '(m(t)) 6= 0; '(�(t)) 6= 0;

F (�(t))
'(�(t))

<
F (m(t))
'(m(t))

;

M; ¥á«¨ �(t) < t; '(m(t)) 6= 0; '(�(t)) 6= 0;
F (�(t))
'(�(t))

>
F (m(t))
'(m(t))

;

0; ¥á«¨ �(t) < t; '(m(t)) = 0:

(I)
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�0(t) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1�
T 0

p
(t)

T 0

a
(t)+T 0

p
(t)
; ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) 6= 0;

'max(t)

'(m(t))
�

T 0

a
(t)+T 0

p
(t)

'(m(t))
6 0;

1�
T 0

p
(t)

'max(t)
; ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) 6= 0;

0 <
'max(t)

'(m(t))
�

T 0

a
(t)+T 0

p
(t)

'(m(t))
< M ;

1�
T 0

p
(t)

'(m(t))M+T 0

a
(t)+T 0

p
(t)
; ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) 6= 0;

'max(t)

'(m(t))
�

T 0

a
(t)+T 0

p
(t)

'(m(t))
>M ;

T 0

a
(t)

T 0

a
(t)+T 0

p
(t)
; ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) = 0;

8>>>><
>>>>:

T 0

a(t) + T 0

p(t) 6= 0;

1; ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) = 0;

T 0

a(t) + T 0

p(t) = 0;

T 0

a
(t)

'(�(t))
; ¥á«¨ �(t) < t; '(m(t)) 6= 0; '(�(t)) 6= 0;

F (�(t))
'(�(t))

<
F (m(t))
'(m(t))

;

'(m(t))

'(�(t))
M +

T 0

a
(t)

'(�(t))
; ¥á«¨ �(t) < t; '(m(t)) 6= 0; '(�(t)) 6= 0;

F (�(t))
'(�(t))

>
F (m(t))
'(m(t))

;

T 0

a
(t)

'(�(t))
; ¥á«¨ �(t) < t; '(m(t)) = 0;

8>>>><
>>>>:

'(�(t)) 6= 0;

1; ¥á«¨ �(t) < t; '(m(t)) = 0;

'(�(t)) = 0;

(II)

�0(t) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

T 0

a(t) + T 0

p(t); ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) 6= 0;

'max(t)

'(m(t))
�

T 0

a
(t)+T 0

p
(t)

'(m(t))
6 0;

'max(t); ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) 6= 0;

0 <
'max(t)
'(m(t))

�
T 0

a
(t)+T 0

p
(t)

'(m(t))
< M ;

'(m(t))M + T 0

a(t) + T 0

p(t); ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) 6= 0;

0 <
'max(t)
'(m(t))

�
T 0

a
(t)+T 0

p
(t)

'(m(t))
>M ;

T 0

a(t) + T 0

p(t); ¥á«¨ �(t) = t; '(m(t)) = 0;

T 0

a(t) + T 0

p(t); ¥á«¨ �(t) < t; '(m(t)) 6= 0; '(�(t)) 6= 0;

F (�(t))
'(�(t))

<
F (m(t))
'(m(t))

;

'(m(t))M + T 0

a(t) + T 0

p(t); ¥á«¨ �(t) < t; '(m(t)) 6= 0; '(�(t)) 6= 0;

F (�(t))
'(�(t))

>
F (m(t))
'(m(t))

;

T 0

a(t) + T 0

p(t); ¥á«¨ �(t) < t; '(m(t)) = 0;

(III)

£¤¥ F (t) = f1=�(t)�(t) | ¬®®â®® ¢®§à áâ îé ï äãªæ¨ï, 'max(t) | à¥è¥¨¥ ãà ¢-
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¥¨ï:

F �(t)'��max(t)

�
� + �

T 0

p(t)

'max(t)

�
� F �(m(t))'��(m(t)) = 0: (3:10)

�à ¢¥¨¥ (3.10) ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ à¥è¥¨¥ [11] 'max(t), ¨¬¥îé¥¥

¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

'max(t) = y(t;m(t)):

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.

�¥®à¥¬  1 (â¥®à¥¬  íª¢¨¢ «¥â®áâ¨). �ãáâì § ¤ ë  ç «ìë¥ ¤ ë¥ m̂; �̂; t̂

m̂ < �̂ 6 t̂, ªà ¥¢ ï ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï �(t) > 0, t 2 [m̂; t̂] ¨ âà ¥ªâ®à¨ï (�) =

fm(�); �(�); '(�)g, £¤¥ m(t), �(t), t 2 [t̂;+1[ |  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢ë¥ äãªæ¨¨ á

¯à®¨§¢®¤ë¬¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ á¯à ¢ , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ m(t) 6 �(t) 6 t,

m(t) < t ¨  ç «ìë¬ § ç¥¨ï¬ m(t̂) = t̂, �(t̂) = �̂; '(t) | ªãá®ç®-¥¯à¥àë¢ ï

á¯à ¢  äãªæ¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï  ç «ì®¬ã ãá«®¢¨î '(t) � �(t), t 2 [m̂; t̂]. �®£¤ 

¤«ï «î¡®£® t 2 [t̂;+1[ âà ¥ªâ®à¨ï (t) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨æ¨¯ã ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®©

®¯â¨¬¨§ æ¨¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ â®çª¥ t á¯à ¢¥¤«¨¢  á¨áâ¥¬  ãà ¢¥¨©

(I){(III).

�¥®à¥¬  2 (â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨). �ãáâì § ¤ ë  ç «ìë¥

¤ ë¥ m̂, �̂, t̂ â ª¨¥, çâ® m̂ < �̂ 6 t̂ ¨ ªà ¥¢ ï ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï �(t) > 0,

t 2 [m̂; t̂]. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â, ¯à¨ç¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®¥, à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë (I){(III), £¤¥ m(t),

�(t), t 2 [t̂;+1[ |  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢ë¥ äãªæ¨¨, '(t) t 2 [m̂;+1[ | ªãá®ç®-

¥¯à¥àë¢ ï á¯à ¢  äãªæ¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ªà ¥¢®¬ã ãá«®¢¨î '(t) = �(t), t 2

[m̂; t̂[ ¨  ç «ìë¬ ¤ ë¬m(t̂) = m̂, �(t̂) = �̂. �®«¥¥ â®£®, äãªæ¨¨m(t), �(t) â ª®¢ë,

çâ® m(t) 6 �(t) 6 t, m(t) < t.

I
( )

( )

m t =0

t =t

’
α

II
( )

( )

0<m t <M

t =t

’
α

III
( )

( )

m t =M

t =t

’
α

IV
( )

( )

m t =0

t <t

’
α

V
( )

(

m t =M

t)<t

’
α

T t =0’( ) T t 0’( )≠p p

Ðèñ. 1.
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�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ 1 ¨ 2 ¯à¨¢¥¤¥® ¢ [11]. �¥à¥å®¤ë á ®¤®£® à¥¦¨¬   

¤àã£®© ¯à¥¤áâ ¢«¥ë ¤¨ £à ¬¬®©, á¬. à¨á. 1.

� ¤¨¬ ¥ª®â®à®¥ ¯®ïá¥¨¥ ª ¤¨ £à ¬¬¥. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¯¥à¢ëå âà¥å á«ãç ïå

ãá«®¢¨¥ �0

p(t) = 0 (â. ¥. ¯ áá¨¢ë¥ âàã¤®¢ë¥ à¥áãàáë ¥ ¢¢®¤ïâáï) ï¢«ï¥âáï ¥®¡å®-

¤¨¬ë¬ ãá«®¢¨¥¬ â®£®, çâ® �(t) = t, ¥á«¨ T 0

p(t) 6= 0, â® ¯à®¨áå®¤¨â ¯¥à¥å®¤   à¥¦¨¬

�(t) < t (IV ¨ V)).

� áá¬®âà¨¬ à¥¦¨¬ I. �á«¨ ®¡ê¥¬ ¯ áá¨¢ëå âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢ ¬¥ï¥âáï (T 0

p(t) 6=

0), â® ¯à®¨áå®¤¨â ¯¥à¥å®¤   à¥¦¨¬ IV (¯¥à¥å®¤   à¥¦¨¬ V ¥¢®§¬®¦¥, â. ª. M � 1

¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥  àãè¨âáï ãá«®¢¨¥ �(t) 6 t). � íâ®£® ¬®¬¥â  ¢¢®¤ïâáï ä®¤ë, âà¥-

¡ãîé¨¥ ¢à¥¬¥¨   ®á¢®¥¨¥, ¯®íâ®¬ã ¨¬¥îé¨¥áï ä®¤ë ¥ ¢ë¢®¤ïâáï m0(t) = 0, â. ¥.

¯à®¨áå®¤¨â  ª®¯«¥¨¥ ®á®¢ëå ä®¤®¢. �®£¤  ª ¯¨â «®¢®®àã¦¥®áâì âàã¤®¢ëå

à¥áãàá®¢    ª ¯«¨¢ ¥¬ëå ä®¤ å áà ¢ïâáï á ª ¯¨â «®¢®®àã¦¥®áâìî § ¤¥©áâ¢®-

¢ ëå ¢ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢, â. ¥.
F (�(t))
'(�(t))

=
F (m(t))
'(m(t))

, ¯à®¨áå®¤¨â ¯¥à¥å®¤

  à¥¦¨¬ V: áâ àë¥ ä®¤ë ¯à¨ íâ®¬ ¡ã¤ãâ ¢ë¢®¤¨âìáï á ¬ ªá¨¬ «ì®© áª®à®áâìî

(m0(t) = �), ¨ ¨â¥á¨¢® ¡ã¤ãâ ¢¢®¤¨âìáï ®¢ë¥ ä®¤ë

�0(t) = '(m(t))M + T 0

a(t) + T 0

p(t): (3:11)

�®¢ë¥ ä®¤ë ¢¢®¤ïâáï á ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè®© áª®à®áâìî (3.11), ¯®íâ®¬ã §  ª®¥ç-

®¥ ¢à¥¬ï �(t) ¤®áâ¨£ ¥â t ¨ á¨áâ¥¬  ¯¥à¥å®¤¨â   à¥¦¨¬ III. � ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë

2 (á¬. [11]) ¯®ª § ®, çâ® ¢ à¥¦¨¬¥ III á¨áâ¥¬  ¥ ¬®¦¥â à §¢¨¢ âìáï ¢¯«®âì ¤® ¡¥á-

ª®¥ç®áâ¨, §  ª®¥ç®¥ ¢à¥¬ï ¯à®¨áå®¤¨â ¯¥à¥å®¤ «¨¡®   à¥¦¨¬ II (¥á«¨ T 0

p(t) = 0),

«¨¡®   à¥¦¨¬ IV (¥á«¨ �0

p(t) 6= 0).

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® T 0

p(t) = 0, ¨ á¨áâ¥¬   ç¨ ¥â à §¢¨¢ âìáï á®£« á®

à¥¦¨¬ã II. �á«¨ T 0

p(t) 6= 0, â® á à¥¦¨¬  II ¯à®¨áå®¤¨â ¯¥à¥å®¤   à¥¦¨¬ IV, ¤ «ì-

¥©è¥¥ à §¢¨â¨¥ ¡ë«® à áá¬®âà¥® ¢ëè¥. �á«¨ ®¡ê¥¬ ¯ áá¨¢ëå à¥áãàá®¢ ¥ ¬¥ï-

¥âáï (T 0

p(t) = 0) ¨ ¨â¥á¨¢®áâì ¢¢®¤   ªâ¨¢ëå âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢ (T 0

a(t)) à¥§ª®

¢®§à áâ ¥â, â® á¨áâ¥¬  ¯¥à¥å®¤¨â   à¥¦¨¬ I. �á«¨ ®¡ê¥¬ ¯ áá¨¢ëå à¥áãàá®¢ ¬¥ï-

¥âáï (T 0

p(t) 6= 0), â® ¯à®¨áå®¤¨â ¯¥à¥å®¤   à¥¦¨¬ (â ª®© ¢ à¨ â ã¦¥ ¡ë« à áá¬®â-

à¥). �á«¨ T 0

p(t) = 0 ¨ T 0

a(t) 6= 0, â® ¤«ï äãªæ¨¨ 'max(t) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢®
'max(t)

'(m(t))
6

T 0

a
(t)

'(m(t))
. �á¯®«ì§ãï ãà ¢¥¨¥ (3.10), ¯®«ãç ¥¬

'max(t)

'(m(t))
= �1=�

F (t)

F (m(t))
6

T 0

a(t)

'(m(t))
: (3:12)

� ª ª ª ä®¤ë ¥ ¢ë¢®¤ïâáï m0(t) = 0, â® m(t) = const = �m ¨ F (m(t)) = F ( �m),

'(m(t)) = '( �m) ¥áâì ¢¥«¨ç¨ë ¯®áâ®ïë¥. �§ (3.12) ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¥à ¢¥áâ¢®

F (t)

T 0

a(t)
=

F (t)

'(t)
6 �1=�

F ( �m)

'( �m)
= const : (3:13)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ª ¯¨â «®¢®®àã¦¥®áâì âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢ ¥ ¯à¥-

¢®áå®¤¨â ¥ª®â®à®© ¯®áâ®ï®© ¢¥«¨ç¨ë, á¨áâ¥¬  ¡ã¤¥â à §¢¨¢ âìáï ¢ à¥¦¨¬¥ I.

�â¤¥«ì® à áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  '(m(t)) = 0. �®£¤  ¯¥à¥¬¥ë¥ ¬®¤¥«¨ ®¯à¥-

¤¥«ïîâáï ãà ¢¥¨ï¬¨:

m0(t) = 0;
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�0(t) =

8>>>>><
>>>>>:

T 0

a
(t)

T 0

a
(t)+T 0

p
(t)
; ¥á«¨ �(t) = t ¨ T 0

a(t) + T 0

p(t) 6= 0;

1; ¥á«¨ �(t) = t ¨ T 0

a(t) + T 0

p(t) = 0;

T 0

a
(t)

'(�(t))
; ¥á«¨ �(t) < t ¨ '(�(t)) 6= 0;

1; ¥á«¨ �(t) < t ¨ '(�(t)) = 0;

'(t) = T 0

a(t) + T 0

p(t):

�á«¨ T 0

a(t) = 0 ¨ T 0

p(t) = 0, â® '(t) = 0 ¨ á¨áâ¥¬  ¯®¯ ¤ ¥â ¢ à¥¦¨¬ ý®¦¨¤ ¨ïþ,

â. ¥. ¢ â ª®¬ á®áâ®ï¨¨ (ä®¤ë ¥ ¢ë¢®¤ïâáï ¨ ¥â ¤¢¨¦¥¨ï âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢) á¨á-

â¥¬  ¡ã¤¥â  å®¤¨âáï ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ¥ ¨§¬¥ïâáï ¢¥è¨¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ á¨áâ¥¬ë

T 0

a(t), T
0

p(t) (¨â¥á¨¢®áâì ¢¢®¤   ªâ¨¢ëå ¨/¨«¨ ¯ áá¨¢ëå âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢).

� áá¬®âà¨¬ ®¤¨ ç áâë© á«ãç ©. �¤¥« ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥: ®¡ê¥¬

âàã¤®¢ëå à¥áãàá®¢ ª ª  ªâ¨¢ëå, â ª ¨ ¯ áá¨¢ëå ¥ ¬¥ï¥âáï, â. ¥. Ta(t) = const ,

Tp(t) = const , ¨ ¢¢®¤¨¬ë¥ ä®¤ë ¨¬¥îâ ¬£®¢¥ãî ®â¤ çã, â. ¥. �(t) = t. � íâ®¬

á«ãç ¥ á¨áâ¥¬  à §¢¨¢ ¥âáï ¯® ®¤®¬ã ¨§ à¥¦¨¬®¢ I, II ¨«¨ III.

� ¨¡®«¥¥ ¨â¥à¥áë¬ ï¢«ï¥âáï à¥¦¨¬ II. � [10] ¯®ª § ®, çâ® ¥á«¨ äãªæ¨ï F (t)

¨¬¥¥â íªá¯®¥æ¨ «ìë© ¢¨¤, â. ¥. F (t) = f1=�(t)�(t) = Ce�t, â® äãªæ¨ï m(t) ¯à¨

t! +1 ¢ëå®¤¨â   à¥¦¨¬ á ¯®áâ®ïë¬ § ¯ §¤ë¢ ¨¥¬ m(t) � t�A,   äãªæ¨ï '(t)

á® ¢à¥¬¥¥¬ ¢ëå®¤¨â   ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨© à¥¦¨¬.

�  à¨áãª å 2, 3 ¯à¥¤áâ ¢«¥  ç¨á«¥ ï à¥ «¨§ æ¨ï ¤ ®£® á«ãç ï.

m t( )

α( )t tL

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ôóíêöèé ( ), ( )α t m t . ϕ( ).tÐèñ. 3. Ãðàôèê ôóíêöèè

ϕ( )t

tt

� â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  äãªæ¨ï F (t) ¨¬¥¥â áâ¥¯¥®© à®áâ, äãªæ¨ï m(t) ¡ã¤¥â

¯à¨¡«¨¦ âìáï ª «¨¥©®© m(t) � at+ b, a < 1 (à¨á. 4, 5).

m t( )

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ôóíêöèé α( ), ( ).t m t

α( )t tL

t

Ðèñ. 5. Ãðàôèê ôóíêöèè ϕ( ).t

ϕ(t)

t
1 k k+1

t t t
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�à¨ íâ®¬, ¨â¥à¢ «ë [tk; tk+1],   ª®â®àëå ¯à®¤®«¦ ¥âáï äãªæ¨ï '(t) á® ¢à¥-

¬¥¥¬ ã¢¥«¨ç¨¢ îâáï, ®¤ ª® ®¡ê¥¬ ¢¢®¤¨¬ëå   íâ¨å ¨â¥à¢ « å ¢à¥¬¥¨ âàã¤®¢ëå

à¥áãàá®¢, ª ª ¯®ª § «¨ à áç¥âë, ¥ ¬¥ï¥âáï, â. ¥. ¨â¥£à « ®â äãªæ¨¨ '(t)   «î¡®¬

®âà¥§ª¥ [tk; tk+1] ¥áâì ¢¥«¨ç¨  ¯®áâ®ï ï.
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