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ВЫПУКЛЫЕ ЭКСТЕНСИОНАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

А. Г. Кусраев, С. С. Кутателадзе

Владимиру Михайловичу Тихомирову

к его 70-летию

В работе предложен булевозначный подход к изучению выпуклых экстенсиональных операторов.
Указаны некоторые направления дальнейших исследований.

Введение

Отображение, действующее в функциональных пространствах, называют экстенси-

ональным, если оно не сужает множество точек совпадения любых двух функции из
области его определения. Точнее говоря, если пространства V и W состоят из функций,
определенных на одном и том же множестве Ω, то экстенсиональность отображения
f : V → W означает, что равенство двух функций v, v′ ∈ X на некотором подмножестве
Ω0 ⊂ Ω влечет равенство образов f(v) и f(v′) на том же подмножестве Ω0. Разумеется,
это определение осмыслено и в том случае, когда функциональные пространства V и
W заданы на разных множествах, если при этом область определения функций из W
определенным образом вложена в область определения функций из V .

Классический пример нелинейного экстенсионального отображения представляет со-
бой оператор Немыцкого. Последний же входит как нелинейная составляющая часть
в конструкцию других операторов и уравнений как, например, операторов Урысона и
Гаммерштейна (см. [5, 6]). Экстенсиональные отображения присутствуют и в теории ин-
тегрантов, восходящей к Р. Рокафеллару (см. [13, 15, 16, 17, 19]). Кроме того, этот класс
операторов неявно присутствует в вероятностном функциональном анализе, т. е. при изу-
чении стохастических аналогов различных конструкций анализа: измеримость обратных
или сопряженных, спектральные свойства случайных операторов и т. п. ([1, 14, 18, 21]).
Общие свойства экстенсиональных отображений составляют существенную часть аппа-
рата булевозначного анализа [9], а также с необходимостью появляются в выпуклом
анализе операторов, поскольку таковым является, например, сопряженный выпуклый
оператор ([10, 11, 12]).

Таким образом, экстенсиональные отображения явно или неявно встречаются при
исследовании различных аналитических задач, и при этом используется разнообразный
математический инструментарий. В то же время аналитические свойства общих экстен-
сиональных отображений не подвергались достаточно детальному изучению. Цель на-
стоящей работы — выделить класс выпуклых экстенсиональных операторов и наметить
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булевозначный подход к их изучению. Необходимые сведения из теории решеточно нор-
мированных пространств, субдифференциального исчисления и булевозначного анализа
собраны соответственно в книгах [8, 9, 10, 11].

1. Полунепрерывность

Введем класс отображений, соответствующих интерпретации в булевозначной модели
полунепрерывных снизу выпуклых функций.

1.1. Пусть E — некоторое K-пространство и P(E) — полная булева алгебра поряд-
ковых проекторов в E. В декартовом произведении E × P(E) выделим множество E?,
состоящее из таких пар (x, π), что πx = 0. Наделим множество E? сложением, умноже-
нием на положительные числа и отношением порядка с помощью формул:

(x, π) + (y, ρ) := ((π ∧ ρ)(x+ y), π ∨ ρ) λ(x, π) := (λx, π)

(x, π) 6 (y, ρ)↔ π 6 ρ& ρ⊥x 6 ρ⊥y

(x, y ∈ E; π, ρ ∈ P(E); λ ∈ �
).

Нетрудно проверить, что E? — порядково полная
�

-коническая решетка (см. [10, 1.5.1]).
Отображение, сопоставляющее элементу x ∈ E пару (x, 0), служит вложением E в E? с
сохранением операций и порядка. Будем отождествлять E с соответствующим подмно-
жеством E?. Проектор π ∈ P(E) можно продолжить до проектора на E? следующим
образом: если z := (x, ρ) ∈ E?, то полагаем πz := (πx, πρ). Множество вида πE? на-
зывают полосой E?. Пара (0, π), обозначаемая символом + ∝π:=∝π, будет наибольшим
элементом в полосе πE?. Элемент +∞ := ∞ :=∝ � — наибольший элемент в E?. Итак, в
каждой полосе πE? имеется своя бесконечность ∝π, причем эти частные бесконечности
служат осколками бесконечности ∞, т. е. ∝π ∧ ∝π⊥= 0 и ∝π ∨ ∝π⊥= ∞. Очевидно, что
множество всех бесконечных элементов ∝π с индуцированным из E? порядком образует
полную булеву алгебру, изоморфную P(E). Обозначим E := E? ∪ −E?.

1.2. Из теоремы Гордона (см. [9, 5.2.2]) легко выводится следующий результат.

Пусть R, R
•

и R — такие элементы булевозначного универсума, что � (B) |=«R —
поле вещественных чисел, R

•
= R ∪ {∞} и R = R ∪ {±∞}». Алгебраические системы

R
•↓ и R↓ алгебраически и порядково изоморфны (R↓)? и R↓ соответственно. При этом

существует изоморфизм χ булевой алгебры B на булеву алгебру проекторов Pr(R ↓)
такой, что имеют место эквивалентности

χ(b)x = χ(b)y ↔ b 6 [[x = y]],

χ(b)x 6 χ(b)y ↔ b 6 [[x 6 y]]

для всех x, y ∈ R
•↓ и b ∈ B.

C Ограничимся доказательством утверждения относительно R
•
. Если x ∈ R

•↓ и
bx := [[x = ∞]], то b∗x = [[x ∈ R]]. Положим x̄ := mix{b∗xx, bx0} и h(x) := (x̄, χ(bx)). Тем
самым определено взаимнооднозначное отображение h : R

•↓ → R↓?. Для пары (x′, π) ∈
R↓? будет h(x) = (x′, π), если элемент x ∈ R

•↓ определить соотношениями b := χ−1(π)
и x := mix{b∗x, b∞}. Тот факт, что h сохраняет алгебраические операции и порядок,
следует из определений. Например, для аддитивности h нужно лишь заметить, что если
h(x) = (x̄, χ−1(b)), h(y) = (ȳ, χ−1(c)) и h(x + y) = (x+ y, χ−1(d)), то d = [[x + y = ∞]] =
[[x =∞]] ∨ [[y =∞]] = b ∨ c и d∗(x+ y) = d∗(x+ y) = d∗x+ d∗y = x̄+ ȳ. B
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1.3. Пусть C(Q,
�
) — множество всех непрерывных функций из Q в

�
, где

�
:=� ∪ {+∞,−∞} — двухточечная компактификация поля

�
. Обозначим символом C∝(Q)

множество всех непрерывных функций изQ в
�

, принимающих значение−∞ на нигде не
плотном множестве. Введем в C∝(Q, ) операции суммы и умножения на положительные
скаляры, полагая (u+ v) (t) = u(t) + v(t) и (λu) (t) = λ · u(t), причем правые части этих
соотношений имеют смысл для каждого t из некоторого котощего множества Q0 ⊂ Q.
Порядок в C∝(Q) вводят поточечно, т. е. u 6 v означает по определению, что u(t) 6 v(t)
для всех t ∈ Q. Тогда C∝(Q) — порядково полная

�
-коническая решетка (см. [10, 1.5.1]).

Ясно, что C∞(Q) ⊂ C∝(Q) ⊂ C(Q,
�
), причем порядок и операции в C∞(Q) индуци-

рованы из C∝(Q). Порядок и операции в C(Q,
�
) определяются аналогично, оставляя

неопределенными лишь выражения ∞−∞ и 0 · ∞. Из результатов о функциональном
представлении K-пространств вытекает следующее утверждение.

1.4. Пусть E — произвольное K-пространство и Q — стоуновский компакт булевой
алгебры P(E). Тогда существует полулинейный изоморфизм

�
-конической решетки E?

в
�

-коническую решетку C∝(Q). Образ E относительно этого изоморфизма служит фун-
даментом C∞(Q), а образ E? совпадает с C∝(Q) в том и только в том случае, если E
расширенно. Этот изоморфизм естественно продолжается до изоморфизма E и C(Q,

�
).

1.5. Пусть V — пространство Банаха — Канторовича и рассмотрим отображение f :
V → E?. Говорят, что f экстенсионально или что f сохраняет полосы, если для любых
u, v ∈ V и π ∈ P(E) равенство πu = πv влечет πf(u) = πf(v). Отображение f : V → E?

назовем полунепрерывным снизу в точке v0 ∈ V , если

f(v0) = sup
n∈ �

inf {f(v) : v ∈ V,v − v0
6 1/n

v0
}.

Подчеркнем, что в этой формуле точные границы вычисляются в E?. Ввиду экстенсио-
нальности f равносильное определение получится, если в правой части определяющего
равенства заменить

v0
на любой элемент 0 6 e ∈ E, для которого

v0
∈ {e}⊥⊥.

Можно показать, что для экстенсиональных отображений имеет место критерий по-
лунепрерывности, аналогичный скалярному случаю.

Для экстенсионального отображения f : V → E? равносильны утверждения:

(1) f полунепрерывно снизу;

(2) множество {v ∈ V : f(v) 6 e} секвенциально br-замкнуто для любого
0 6 e ∈ E;

(3) epi(f) секвенциально br-замкнуто в V × E (с нормой
(v, e)

:=v+ |e|).
1.6. Теорема. Пусть E — расширенное K-пространство, B := P(E) и R — поле

вещественных чисел внутри � (B). Пусть V — пространство Банаха — Канторовича над
E, а (V , ι) — его булевозначная реализация. Для любого экстенсионального отображения
f : V → E? существует единственный элемент ϕ ∈ � (B), для которого ϕ : V → R

•
и

[[f(v) = ϕ(ιx)]] = � (v ∈ V ↓). При этом справедливы утверждения:

(1) отображение f полунепрерывно снизу (в точке v0 ∈ V ) том и только в
том случае, если � (B) |=«функция ϕ полунепрерывна снизу (в точке ιv0 ∈ V )»;

(2) отображение f выпукло (сублинейно, линейно, ограничено) в том и толь-
ко в том � (B) |=«функция ϕ выпукла (сублинейна, линейна, ограничена)».

C Из булевозначного анализа известно (см. [9, 3.2.12 и 3.3.11]), что множество
всех экстенсиональных отображений из V в E? биективно спуску элемента F , где

� (B) |=«F —множество всех функций из V в R
•
».
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Покажем справедливость (1). Положим

Dε := {v ∈ V :
v − v0

6 ε � }, d(ε) := sup f(Dε);

Dε := {v ∈ V : ‖v − v0‖ 6 ε}, δ(ε) := supϕ(Dε).

В силу [9, 3.3.11 (2)] верно [[f(Dε)↑ = ϕ(Dε)]] = � и, следовательно, [[d(ε) = δ(ε)]] = � .
Если A := (0,∞) ⊂ �

, то отображения d : ε 7→ d(ε) (ε ∈ A) и δ : ε 7→ δ(ε) (ε ∈ A∧)
связаны соотношением δ = d ↑− (см. [9, 3.5.5]) и, поэтому [[sup(A) = sup δ(A∧)]] = � . В
силу изотонности функции δ, плотности A∧ в Ã := {t ∈ R : 0 < t < ∞} выполняется
[[sup δ(A∧) = sup δ(Ã)]] = � . Тем самым, равносильны следующие соотношения:

f(v0) = sup
0<ε∈ �

inf {f(v) : v ∈ V,v − v0
6 ε � },

ϕ(v0) = sup
0<ε∈R

inf {ϕ(v) : v ∈ V , ‖v − v0‖ 6 ε}.

Доказательство (2) элементарно. B

2. Двойственность

Изучение выпуклых операторов обычно проводят относительно векторной двойствен-
ности X ↔ L (X,E), где X — топологическое векторное пространство, L (X,E) — про-
странство линейных непрерывных операторов из X в упорядоченное топологическое век-
торное пространство E, а билинейный оператор двойственности имеет вид (x, T ) 7→ Tx
(см. [7, 10]). В случае же выпуклых экстенсиональных операторов наиболее естественной
является двойственность между пространством Банаха — Канторовича и его операторно
сопряженным пространством [8].

2.1. Пусть V — решеточно нормированное пространство над E и E∗ := Orth(E). Обо-
значим символом V ∗ совокупность всех линейных операторов v∗ : V → E, для каждого
из которых существует свой положительный ортоморфизм e∗ ∈ E∗ такой, что

|〈v|v∗〉| 6 e∗
v (v ∈ V ).

Для любого v∗ ∈ V ∗ существует наименьший положительный элемент e∗ ∈ E∗, удовле-
творяющий указанному неравенству. Этот элемент мы обозначим символом

u∗. Легко
видеть, что отображение v∗ 7→v∗ является разложимой нормой. При этом (V ∗,

·)
представляет собой пространство Банаха — Канторовича, называемое сопряженным к
V пространством (подробности см. в [7, 9]). Из данного определения и из порядковой
непрерывности ортоморфизмов следует, что V ∗ состоит из bo-непрерывных операторов,
т. е. если v∗ ∈ V ∗, то из bo-limν vν = 0 следует bo-limν〈vν , v∗〉 = 0 (см. [8, 3.3.2 (2), 4.3.1]).

2.2. Пусть V — решеточно нормированное пространство над E := R↓. Обозначим че-
рез V его булевозначную реализацию, а через V ′ — банахово сопряженное пространство
к V внутри � (B). Тогда отображение ν 7→ ν↓ (ν ∈ V ′↓) служит линейной изометрией
между пространствами Банаха — Канторовича V ′↓ и V ∗.
C См. [7, 3.4.7, 3.4.8], [8, 8.3.7], [9, 5.5.9, 5.5.10]. B

2.3. Сопряженный оператор или преобразование Юнга — Фенхеля f ∗ : V ∗ → E
отображения f : v → E? относительно двойственности V ↔ V ∗ определяют формулой

f∗(v∗) = sup {〈v, v∗〉 − f(v) : v ∈ V } (v∗ ∈ V ∗).
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Второй сопряженный оператор f ∗∗ вводят путем повторения указанной процедуры:

f∗∗(v) = sup {〈v, v∗〉 − f(v) : v∗ ∈ V ∗} (v ∈ V ).

С очевидными оговорками v можно рассматривать как элемент пространства V ∗∗. С точ-
ностью до такого отождествления второй сопряженный оператор f ∗∗ служит сужением
повторного преобразования Юнга — Фенхеля (f ∗)∗ на пространство V . Нетрудно видеть,
что f∗ — полунепрерывный снизу выпуклый оператор.

2.4. (1) Пусть f и ϕ — те же, что и в 1.5. Тогда f ∗ = ϕ∗↓.
C Требуемое означает, что для любого v ∈ V ↓ элемент f ∗∗(v) удовлетворяет равен-

ству
f∗∗(v) = sup {〈v, v∗〉 − ϕ(v) : v∗ ∈ V

∗} (v ∈ V )

внутри � (B). Последнее можно установить теми же рассуждениями, что и в 1.5. B
(2) Для отображения f : V → E? имеет место равенство f = f ∗∗ в том и

только в том случае, когда оно экстенсионально, выпукло и полунепрерывно снизу.
C Нужно применить теорему Фенхеля — Моро внутри � (B), что законно в силу 1.5

и (1). B

2.5. Пусть V — пространство Банаха — Канторовича, а Γh(V,E) — множество всех
экстенсиональных полунепрерывных снизу выпуклых операторов f : V → E?. Легко
видеть, что Γh(V,E) — это A-коническая полурешетка, где A := Orth(E) (см. [9, 1.5.1]).

Обозначим символом Γ(V ,R) элемент из � (B), изображающий множество всех по-
лунепрерывных снизу выпуклых функций из V в R

•
. Понятно, что Γ(V ,R) является

R-конической полурешеткой.
(1) Для расширенного K-пространства E := R↓ отображение ϕ 7→ ϕ↓ слу-

жит полулинейным изоморфизмом A-конических полурешеток Γ(V ,R)↓ и Γh(V,E), со-
храняющим точные верхние границы конечных множеств. Это же отображение осу-
ществляет изоморфизм пространств Банаха — Канторовича V ′↓ и V ∗.
C То, что ϕ 7→ ϕ↓ служит биекцией между Γ(V ,R)↓ и Γh(V,E), следует из 1.5. Для

проверки A-полулинейности возьмем ϕ1, ϕ2 ∈ Γ(V ,R)↓, множители α1, α2 ∈ A := R↓ и
точку v ∈ V ↓. По определению спуска, внутри � (B) будет

(α1ϕ1 + α2ϕ2)↓(v) = (α1ϕ1 + α2ϕ2)(v) = (α1 · ϕ1(v) + α2 · ϕ2)(v)
= (α1 · ϕ1↓(v) + α2 · ϕ2)↓(v) = (α1 · ϕ1↓+ α2 · ϕ2)↓)(v),

что и требовалось. B
(2) Если E — расширенное K-пространство, то отображение f 7→ f ∗ служит

биекцией между множествами Γh(V,E) и Γh(V
∗, E).

C Следует из 2.3 и (1). B

3. Субдифференцируемость

Здесь мы установим вариант теоремы Экланда для полунепрерывных экстенсиональ-
ных отображений и дадим некоторые его применения к субдифференцируемости.

3.1. Возьмем выпуклый оператор f : V → E?, точку v0 ∈ dom(f) и фиксирован-
ный элемент ε ∈ E+. Оператор v∗ ∈ V ∗ называют ε-субградиентом f в точке v0, если
〈v, v∗〉 − 〈v0, v∗〉 6 f(v)− f(v0) + ε для всех v ∈ V . Множество всех ε-субградиентов опе-
ратора f в точке v0 именуют ε-субдифференциалом f в точке v0 и обозначают символом
∂εf(v0). Как обычно, при ε = 0 пишем ∂f(v0) := ∂0f(v0). В [10, 11] ε-субдифференциал
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определен на основе двойственности X ↔ L (X,E) и, стало быть, введенный выше ε-
субдифференциал следовало бы определить как ∂εf(v0) ∩ V ∗. Однако в данной работе
мы рассматриваем только двойственность V ↔ V ∗, поэтому использование одного и того
же символа ∂ε не ведет к путанице. Существенно разные ε-субдифференциалы можно
получить, варьируя двойственности. Однако, простейшие свойства сопряжения при этом
по существу не меняются.

Из включения v∗ ∈ ∂εf(v0) следует, что v0 ∈ ∂εf∗(v∗). Если же f∗∗(v0) = f(v0), то
v∗ ∈ ∂εf(v) тогда и только тогда, когда v ∈ ∂εf∗(v∗).

3.2. Как видно из 2.4, если f и ϕ — те же, что и в 1.5, то для любых ν ∈ V ′↓, v0 ∈ V ↓
и 0 6 ε ∈ E := R↓ равносильны соотношения [[ν ∈ ∂εϕ(v0)]] = � и ν↓ ∈ ∂εf(v0). Таким
образом, отображение ν 7→ ν↓ осуществляет аффинную биекцию множеств (∂εϕ(v0))↓ и
∂εf(v0).

Если V — пространство Банаха — Канторовича над E := R↓, а f : V → E? —
полунепрерывный снизу выпуклый экстенсиональный оператор, то для любых 0 6 ε ∈ E,
E = {e}⊥⊥, и v0 ∈ dom(f) будет ∂εf(v0) 6= ∅.

C Известно, что ε-субдифференциал полунепрерывной снизу выпуклой функции ϕ
на банаховом пространстве непуст в любой точке v0 ∈ dom(ϕ) (см., например, [20]).
Остается воспользоваться биекцией между (∂εϕ(v0))↓ и ∂εf(v0). B

3.3. Теорема. Пусть V — пространство Банаха — Канторовича надK-пространством
E := R↓, а f — полунепрерывное снизу экстенсиональное отображение из V в E?. Допу-
стим, что для некоторых 0 < ε ∈ E и v0 ∈ V справедливо неравенство f(v0) 6 inf{f(v) :
v ∈ V }+ ε. Тогда для любого обратимого 0 6 λ ∈ E существует zλ ∈ V такой, что

f(zλ) 6 f(v0),
zλ − v0

6 λ,

f(zλ) = inf {f(v) + λ−1ε
zλ − v

: v ∈ V }.

C Согласно 1.5 можно считать, что f = ϕ↓, где ϕ : V → R
•

— полунепрерывная снизу
функция � (B). Более того имеет место соотношение [[ϕ(v0) 6 inf{ϕ(v) : v ∈ V }+ε]] = � . В
силу булевозначных принципов максимума и переноса внутри � (B) справедлива теорема
Экланда (см. [17, теорема 6.1], [20, лемма 3.13]). Следовательно, найдутся 0 < λ ∈ R↓,
zλ ∈ V ↓, для которых

ϕ(zλ) 6 ϕ(v0), ‖zλ − v0‖ 6 λ,

ϕ(zλ) = inf {ϕ(v) + λ−1ε‖zλ − v‖ : v ∈ V }.

Отсюда следует требуемое. B
Рассмотрим теперь вариант теоремы Брёнстеда — Рокафеллара для выпуклых экс-

тенсиональных отображений.

3.4. Теорема. Пусть f : V → E? — полунепрерывный снизу выпуклый экстенсио-
нальный оператор. Допустим, что для некоторых v0 ∈ V , 0 6 ε ∈ E и v∗0 ∈ V ∗ выполня-
ется v∗0 ∈ ∂εf(v0). Тогда для любого обратимого 0 6 λ ∈ E существуют vλ ∈ V и v∗ ∈ V ∗

такие, что
vλ − v0

6 λ,
v∗λ − v∗0

6 λ−1ε, v∗λ ∈ ∂f(vλ).

C Доказывается так же, как и 3.3. Нужно внутри � (B) применить к функции ϕ
теорему Брёнстеда — Рокафеллара (см. [17, теорема 6.2], [20, теорема 3.17]). B
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3.5. Теорема. Пусть f : V → E? — собственный полунепрерывный снизу выпуклый
экстенсиональный оператор. Тогда для любого u ∈ dom(f) имеет место представление

f(u) = sup{〈u− v, v∗〉+ f(v) : v ∈ dom(∂f), v∗ ∈ ∂f(v)}
=sup{〈u, v∗〉 − f∗(v∗) : v∗ ∈ Im(∂f)}.

Иными словами, полунепрерывный снизу собственный выпуклый экстенсиональный опе-
ратор на банаховом пространстве является верхней огибающей семейства аффинных
операторов, определяемых ее субградиентами.
C Можно считать, что V = V ↓, E = R↓ и f = ϕ↓ (см. 1.5). Заметим, что dom(f) =

dom(ϕ)↓. Пусть функция ψ из dom(ϕ) × V ′ в R внутри � (B) действует по правилу
ψ(ν, ν∗) := 〈u − ν, ν∗〉 + ϕ(ν). Тогда g := ψ↓ действует из dom(f) × V ∗ в E по правилу
g(v, v∗) = 〈u−v, v∗〉+f(v). Итак, g(∂f) = ψ↓((∂ϕ)↓) = ψ(∂ϕ)↓, поэтому f(u) = sup g(∂f),
так как внутри � (B) верно ϕ(u) = supψ(∂ϕ). B

3.6. Из доказанного видно, что как и в случае скалярных функций, точки субдиф-
ференцируемости и субградиенты полунепрерывной снизу выпуклой экстенсионального
оператора образуют представительное множество.

Пусть f : V → E? — собственный полунепрерывный снизу выпуклый экстенсиональ-
ный оператор. Множество тех z ∈ dom(f), для которых ∂f(z) 6= ∅, плотно в dom(f).
Точнее, для любых 0 < ε ∈ �

и z0 ∈ dom(f) найдется z ∈ dom(∂f) так, что
z − z0

6 ε � .
C Для произвольной точки v0 ∈ dom(f) в соответствии с предложением 2.4 (2) имеет

место представление

f(v0) = sup{〈v0, v∗〉 − f∗(v∗) : v∗ ∈ V ∗}.

Для любого ε > 0 существуют разбиение единицы (πξ) ⊂ P(E) и семейство (v∗ξ ) ⊂ V ∗

такие, что
πξ〈v0, v∗ξ 〉 − πξf∗(v∗ξ ) > πξf(v0)− επξ �

для каждого ξ. Если v :=
∑

ξ πξvξ и v∗ :=
∑

ξ πξv
∗
ξ , то в силу экстенсиональности опе-

раторов v∗, f и f∗ будет 〈v0, v∗〉 − f∗(v∗) > f(v0) − ε � . Следовательно, v∗ ∈ ∂ε � f(v0).
Применив теорему 3.4 при λ :=

√
ε � , подберем z ∈ V и z∗ ∈ V ∗ так, что

z − v0
6 √ε � ,z∗ − v∗6 √ε � и z∗ ∈ ∂f(z). B

3.7. Рассмотрим результаты типа теоремы Бишопа — Фелпса о плотности. Множе-
ство C ⊂ V назовем циклически замкнутым, если оно br-замкнуто и для любых семей-
ства (vξ) ⊂ V и разбиения единицы (πξ) ⊂ P(E) существует такой элемент v ∈ C, что
πξ
v − vξ

= 0 для всех ξ.

Допустим, что оператор v∗0 : V → E ограничен на непустом выпуклом циклически
замкнутом множестве C ⊂ V . Тогда для любого ε > 0 найдутся оператор v∗ ∈ V ∗ и точка
v ∈ V такие, что v∗ − v∗0

6 ε
v0
, C∗(v∗) = 〈v, v∗〉.

C Иными словами, для ограниченного на C оператора v0 существует сколь угодно
близкий (в смысле векторной нормы) оператор v, достигающий максимума на C. Для
доказательства нужно положить в 3.6 f := δC . B
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4. Расслоения

В этом параграфе мы рассмотрим выпуклые экстенсиональные операторы относи-
тельно двойственности между пространствами сечений, связанными с непрерывным ба-
наховым расслоением над экстремально несвязным компактом и сопряженным с ним
расслоением. Необходимые сведения имеются в [2] и [8].

4.1. Предположим, что Q — экстремальный компакт и задано непрерывное банахово
расслоение X над Q. Если u — непрерывное почти глобальное сечение расслоения X , то
функция q 7→ ‖u(q)‖q определена и непрерывна на котощем множестве dom(u). Следо-
вательно, существует единственная функция

u∈ C∞(Q) такая, что
u(q) = ‖u(q)‖q(

q ∈ dom(u)
)
. В множестве всех почти непрерывных глобальных сечений M(Q,X )

расслоения X вводят отношение эквивалентности, полагая u ∼ v в том случае, когда
u(q) = v(q) при всех q ∈ dom(u)∩dom(v). Для эквивалентных u и v выполняется

u=
v.

Значит, можно по определению положить
̃u:=u, где ũ — класс эквивалентности почти

глобального сечения u. Обозначим фактор-множество M(Q,X )/∼ символом C∞(Q,X ).
В это множество естественным образом можно ввести структуру решеточно нормиро-
ванного пространства.

Если E — идеал в C∞(Q), то множество E(X ) :=
{
u ∈ C∞(Q,X ) :

u∈ E
}
, снаб-

женное операциями, индуцированными из C∞(Q,X ), представляет собой пространство
Банаха — Канторовича над E.

4.2. Непрерывное банахово расслоение X над экстремальным компактом Q назы-
вают насыщенным или просторным, если каждое ограниченное непрерывное сечение
расслоения X , определенное на плотном подмножестве Q, может быть продолжено до
глобального непрерывного сечения. В этом параграфе мы рассматриваем только про-
сторные банаховы расслоения.

Теорема. Если X — просторное банахово расслоение над экстремальным компак-
том Q, а E — идеал в C∞(Q), то E(X ) — пространство Банаха — Канторовича над
E и C∞(Q,X ) — его максимальное расширение. Наоборот, для всякого пространства
Банаха — Канторовича V над E существует единственное с точностью до изоморфиз-
ма просторное банахово расслоение X такое, что V линейно изометрично пространству
E(X ).

C Доказательство см. в [2, 8]. B

4.3. Рассмотрим непрерывное банахово расслоение X и предположим, что для каж-
дой точки q ∈ Q0 некоторого котощего множества Q0 ⊂ Q определена полунепрерывная
снизу собственная выпуклая функция fq : Xq →

� •
. Обозначим V := C∞(Q,X ) и

V0 := E0(X ), где E0 — некоторый идеал в E := C∞(Q). Допустим, что для каждого
v ∈ V0 функция q 7→ fq(v(q)) непрерывна на dom(v) ∩ Q0 и, следовательно, имеет един-
ственное продолжение на все Q. Это продолжение обозначим символом f̃(v). Тем самым
возникает отображение f̃0 : V0 → E?, которое очевидно выпукло и экстенсионально.
Существует единственное продолжение f̃ оператора f̃0 на все V , определяемое форму-
лой f̃(v) := o-

∑
ξ πξ f̃0(vξ), где (πξ) — разбиение единицы в P(E) и (vξ) — произвольное

семейство в V0.

4.4. Оператор f̃ : V → E? является выпуклым, экстенсиональным и полунепрерыв-
ным снизу.

C Выпуклость и экстенсиональность оператора f̃ очевидны. Докажем полунепре-
рывность снизу в произвольной точке v0 ∈ V . Положим e := supn∈ � inf {f̃(v) : v ∈
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V,
v − v0

6 1/n
v0
}. Существует котощее множество Q′

0 ⊂ Q такое, что на Q′
0 выпол-

нено поточечное равенство

e(q) = sup
n∈ �

inf {f̃(v)(q) : v ∈ V,v − v0
6 1/n

v0
}.

Для любой точки q ∈ Q′
0 ∩ dom(v0) будет {v(q) :

v − v0
 6 ε

v0
} = {x ∈ Xq :

‖x − v0(q)‖q 6 ε‖v0(q)‖q}. Значит, учитывая полунепрерывность снизу функции fq, мы
получаем

e(q) = sup
n∈ �

inf {fq(v(q)) : x ∈Xq, ‖x− v0(q)‖q 6 1/n‖v0(q)‖q} = fq(v0(q)) = f̃(v0)(q).

Значит, e = f̃(v0), что и требовалось. B

4.5. Для просторного непрерывного банахова расслоения X можно определить со-

пряженное банахово расслоение X ′, которое также будет просторным. При этом про-
странство X ′(q) является подпространством в X (q)′, нормирующим X (q); более того
‖x‖q = max{〈x, x′〉 : x′ ∈X ′(q), ‖x′‖q 6 1} для всех x ∈X (q).

Пусть 〈·, ·〉q — каноническая билинейная форма двойственности X (q)↔X (q)′. Возь-
мем u ∈ C∞(Q,X ) и v ∈ C∞(Q,X ′). Функция q 7→ 〈u(q), w(q)〉q непрерывна, а ее область
определения dom(u)∩dom(v) всюду плотна в Q. Следовательно, эта функция имеет един-
ственное продолжение до элемента C∞(Q). Возникающий элемент мы обозначим симво-
лом 〈u, v〉. Определенная таким образом форма 〈·, ·〉 приводит пространства C∞(Q,X )
и C∞(Q,X ′) в C∞(Q)-значную двойственность (см. [7]). При этом в K-пространстве
C∞(Q) имеют место соотношения:

u= max
{
〈u, u∗〉 : u∗ ∈ C∞(Q,X ′),

u∗
6 �

}
(u ∈ C∞(Q,X )),u∗

= sup
{
〈u, u∗〉 : u ∈ C∞(Q,X ),

u6 �
}

(u′ ∈ C∞(Q,X ′)).

4.6. Теорема. Пусть X — просторное НБР над Q и E — идеал в C∞(Q). Тогда про-
странство C∞(Q,X ′) линейно изометрично C∞(Q,X )∗, где изометрия осуществляется
сопоставлением сечению u∗ ∈ C∞(Q,X ′) оператора u 7→ 〈u, u∗〉 из E(X ) в E. В част-
ности, если X — реализационное расслоение для расширенного пространства Банаха —
Канторовича V , то X ′ — реализационное расслоение для сопряженного пространства
Банаха — Канторовича ПБК V ∗.
C Доказательство см. в [2]. B

4.7.Пусть 0 6 ε ∈ E и v0 ∈ dom(f̃). Оператор v∗ ∈ V ∗ входит в ∂εf̃(v) в том и только в
том случае, когда для некоторого котощего множества Q′

0 ⊂ Q выполняется поточечное
соотношение

v∗(q) ∈ ∂ε(q)fq(v0(q)) (q ∈ Q′
0).

C По определению отображения f̃ на котощем множестве Q′
0 := Q0 ∩ dom(v0) выпол-

няется f̃(v0)(q) = fq(v0(q)). Тогда для произвольного v∗ ∈ V ∗ будет

〈v(q), v∗(q)〉q − 〈v0(q), v∗(q)〉q 6 fq(v(q))− fq(v0(q)) (q ∈ Q′
0 ∩ dom(v∗)).

Если x ∈Xq, то vx(q) = x для некоторого глобального непрерывного сечения vx. Следо-
вательно, полагая v := vx, мы получим

〈x, v∗(q)〉q − 〈v0(q), v∗(q)〉q 6 fq(x)− fq(v0(q)) (x ∈Xq, q ∈ Q′
0 ∩ dom(v∗)),
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что и требовалось. B

4.8.Теорема. Пусть X — просторное банахово расслоение, X ′ — сопряженное рас-
слоение. Пусть f̃ : V → E? — выпуклый экстенсиональный оператор из 4.3 и для неко-
торых v0 ∈ C∞(Q,X ), 0 6 ε ∈ E и v∗0 ∈ C∞(Q,X ′) выполняется v∗0 ∈ ∂εf̃(v0). Тогда для
любого обратимого 0 6 λ ∈ E существуют vλ ∈ C∞(Q,X ) и v∗ ∈ C∞(Q,X ′) такие, что
на некотором котощем подмножестве Q выполняются поточечные соотношения

‖vλ(q)− v0(q)‖q 6 λ(q),

‖v∗λ(q)− v∗0(q)‖q 6 λ(q)−1ε(q),

v∗λ(q) ∈ ∂fq(vλ(q)).

C Следует из 3.4 и 4.7. B
Аналогично можно вывести поточечные варианты теорем Бишопа — Фелпса.

5. Некоторые задачи

В заключение мы сформулируем несколько задач, при решении которых могут быть
полезны изложенные выше соображения.

5.1. Пусть (Ω,Σ, µ) — пространство с мерой (обладающее свойством прямой суммы)
и X — измеримое банахово расслоение над Ω (см. [2, 8]).

Пусть при почти всех ω ∈ Ω задана выпуклая полунепрерывная снизу функция fω :
Xω →

� •
. Положим Ω ⊗ X := {(ω, x) : ω ∈ Ω, x ∈ Xω} и определим функцию f :

Ω ⊗ X → � •
формулой f(ω, x) := fω(x). Допустим, что композиция ω 7→ f(ω, u(ω))

измерима для всех u из некоторого пространства L измеримых сечений u : Ω → X . В
этой ситуации принято определять интегральный функционал If : L → � •

следующим
образом:

If (u) :=

∫

Ω
f(ω, u(ω)) dµ(ω),

если функция ω 7→ f+(ω, u(ω)) суммируема и If (u) := +∞ в противном случае. Пусть
E := L0(Ω,Σ, µ) — это K-пространство (классов эквивалентности) измеримых функций,
а I : L1(µ) → �

— интеграл Лебега. Тогда имеет место представление If = I ◦ F , где
оператор F : L→ E? определен формулой F (u) : ω 7→ f(ω, u(ω)). Как видно, оператор F
экстенсионален. Важно выразить свойства оператора F через свойства семейства функ-
ций (fω). Далее интересно изучить свойства интегрального функционала If , используя
для этой цели выпуклый экстенсиональный оператор F и разработанную А. Е. Гутманом
в [2] технику исследования измеримых банаховых расслоений с помощью просторных ба-
наховых расслоений.

5.2. В монографии В. Л. Левина [13] исследованы вопросы регулярного интегрально-
го представления субдифференциала ∂If (v) и сопряженного выпуклого функционала I∗f
для If в случае постоянного банахова расслоения (т.е. в пространстве измеримых вектор-
функций). В работах А. Д. Иоффе и В. М. Тихомирова [3] изучалась двойственность
операции интегрирования и континуальной инфимальной конволюции. Представляется
интересным распространить указанные теории на общий интегральный функционал из
5.1.

5.3. Представляют интерес те же задачи, что и в 5.1 и 5.2, но в ситуации, когда при
почти всех ω ∈ Ω задан выпуклый оператор fω : Xω → E, где E — порядково полная
банахова решетка, а I : L1(µ,E)→ E — интеграл Бохнера.
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5.4. Выяснить условия, при которых полунепрерывный снизу выпуклый экстенсио-
нальный оператор имеет вид из 4.3 для некоторого расслоения полунепрерывных снизу
выпуклых функций, определенных на слоях непрерывного банахова расслоения. То же
самое для измеримого банахова расслоения.

5.5. Изучить связь дифференцируемости выпуклого экстенсионального оператора с
послойной дифференцируемостью при представления его в виде непрерывного или из-
меримого расслоения выпуклых функций. Что представляет из себя послойная асплун-
довость? Послойное свойство Радона — Никодима? и т. п.
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