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О ВОССТАНОВЛЕНИИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ
ПО НЕТОЧНЫМ ИСХОДНЫМ ДАННЫМ1

Осипенко К. Ю.

Владимиру Михайловичу Тихомирову

с благодарностью за внимание и дружбу

Исследуется задача оптимального восстановления решения задачи Дирихле для единичного круга,
когда информация о граничной функции задана в виде конечного набора ее коэффициентов Фурье,
вычисленных с фиксированной погрешностью в средне квадратичной или равномерной метрике.

Большинство конкретных результатов, касающихся задач оптимального восстанов-
ления, получено для восстановления линейных функционалов — это, например, задачи
оптимального восстановления значений функций, их производных или интегралов от них
(общую постановку задач оптимального восстановления и соответствующие результаты
для конкретных задач можно найти в [1–5] и цитируемой там литературе). Оптималь-
ное восстановление операторов изучено значительно меньше. Отметим в связи с этим
работы [6–9]. В данной работе используется метод, предложенный в работе [7]. Этот
метод уже применялся к оптимальному восстановлению решения уравнения с частными
производными (см. [10]), а именно, к задаче оптимального восстановления решения урав-
нения теплопроводности по неточной информации о начальной температуре. Подобным
образом могут исследоваться многие краевые задачи математической физики. В данной
работе мы рассматриваем одну из таких задач — задачу Дирихле.

Рассмотрим задачу Дирихле в единичном круге D = {(x, y) ∈ � 2 : x2 + y2 < 1}

∆u = 0,

u(cos t, sin t) = f(t).
(1)

Хорошо известно, что решение этой задачи дается равенством

u(ρ cos t, ρ sin t) =
a0(f)

2
+

∞∑

k=1

ρk(ak(f) cos kt+ bk(f) sin kt),

где ak(f) и bk(f) — коэффициенты Фурье функции f . Нас будет интересовать вопрос
как наилучшим образом восстановить решение задачи (1), если вычислено лишь конеч-
ное число коэффициентов Фурье a0(f), a1(f), . . . , aN (f), b1(f), . . . , bN (f) и вычисления
проведены с некоторой погрешностью.
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Для корректной постановки этой задачи необходимо иметь априорную информацию
о том, какой может быть исходная функция f . Положим

W
r
2 =

{
f : f (r−1) — абс. непр. на � , ‖f (r)‖L2( � ) <∞

}
,

где � — отрезок [−π, π] с идентифицированными концами, а

‖g‖L2( � ) =
(
1

π

∫

�
|g(t)|2 dt

) 1
2

.

Мы будем предполагать, что

f ∈W r
2 = { f ∈ W

r
2 : ‖f (r)‖L2( � ) 6 1 }.

Уточним, что понимается под погрешностью вычисления коэффициентов Фу-
рье. Мы считаем, что для любой функции f ∈ W r

2 нам известен вектор a =
(a0, a1, . . . , aN , b1, . . . , bN ) такой, что

‖aN (f)− a‖l2N+1
p

6 δ,

где aN (f) = (a0(f), a1(f), . . . , aN (f), b1(f), . . . , bN (f)), а

‖c‖l2N+1
p

=





( N∑

k=−N

|ck|p
) 1

p

, 1 6 p <∞,

max
|k|6N

|ck|, p =∞,
c = (c−N , . . . , cN ).

В качестве методов восстановления будем рассматривать произвольные операторы
ϕ :

� 2N+1 → L2(D), где

‖u‖L2(D) =

(
1

π

∫∫

D
|u(x, y)|2 dxdy

) 1
2

.

Погрешностью восстановления для данного метода ϕ назовем величину

eN,p(W
r
2 , δ, ϕ) = sup

f∈W r
2

sup
a∈ � 2N+1

‖aN (f)−a‖
l2N+1
p

6δ

‖u− ϕ(a)‖L2(D).

Погрешностью оптимального восстановления называется величина

EN,p(W
r
2 , δ) = inf

ϕ : � 2N+1→L2(D)
eN,p(W

r
2 , δ, ϕ).

Метод, на котором достигается нижняя грань называется оптимальным.
Начнем со случая p = 2.

Теорема 1. При всех δ > 0

EN,2(W
r
2 , δ) =

√
δ2

4
+

1

2(N + 2)(N + 1)2r
,
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а метод

ϕ̂(a)(ρ cos t, ρ sin t) =
a0
2

+
N∑

k=1

ρk
(
1 +

2k2r

(N + 2)(N + 1)2r

)−1
(ak cos kt+ bk sin kt) (2)

является оптимальным.

C Из общих результатов о задачах восстановления (см., например, лемму 1 из работы
[7]) вытекает следующая оценка снизу

EN,2(W
r
2 , δ) > sup

f∈W r
2

‖aN (f)‖
l2N+1
2

6δ

‖u‖L2(D). (3)

Экстремальная задача, стоящая в правой части неравенства (3), может быть переписана
в виде (для удобства мы переходим к квадрату ее значения)

a20(f)

4
+

1

2

∞∑

k=1

a2k(f) + b2k(f)

k + 1
→ max,

a20(f) +
N∑

k=1

(a2k(f) + b2k(f)) 6 δ2,

∞∑

k=1

(a2k(f) + b2k(f))k
2r
6 1.

(4)

Положим u0 = a20(f), uk = a2k(f) + b2k(f). Тогда задача (4) примет вид

u0
4

+
1

2

∞∑

k=1

uk
k + 1

→ max,
N∑

k=0

uk 6 δ2,
∞∑

k=1

ukk
2r
6 1, uk > 0. (5)

Для решения этой задачи рассмотрим ее функцию Лагранжа

L ({uk}∞0 , λ1, λ2) =
(
−1

4
+ λ1

)
u0 +

∞∑

k=1

(
− 1

2k + 2
+ λ1χk + λ2k

2r

)
uk,

где

χk =

{
1, 1 6 k 6 N,

0, k > N.

Нетрудно проверить, что если существует допустимая в (5) последовательность {ûk}∞0 и
такие λ̂1, λ̂2 > 0, что

min
uk>0

L ({uk}∞0 , λ̂1, λ̂2) = L ({ûk}∞0 , λ̂1, λ̂2) (6)

и

λ̂1

( N∑

k=0

ûk − δ2
)
+ λ̂2

( ∞∑

k=1

ûkk
2r − 1

)
= 0, (7)

то {ûk}∞0 — решение задачи (5).
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Положим

û0 = δ2, ûN+1 =
1

(N + 1)2r
, ûk = 0, k 6= 0, N + 1,

λ̂1 =
1

4
, λ̂2 =

1

2(N + 2)(N + 1)2r
.

Легко проверить, что для так определенных {ûk}∞0 и λ̂1, λ̂2 выполнены равенства (6) и
(7). Следовательно, решение задачи (5) есть величина

δ2

4
+

1

2(N + 2)(N + 1)2r
.

Отметим, что из тех же соображений вытекает, что {ûk}∞0 — решение задачи

u0
4

+
1

2

∞∑

k=1

uk
k + 1

→ max,

λ̂1

N∑

k=0

uk + λ̂2

∞∑

k=1

ukk
2r
6 λ̂1δ

2 + λ̂2, uk > 0.

Займемся теперь построением оптимального метода восстановления. При фиксиро-
ванном a = (a0, a1, . . . , aN , b1, . . . , bN ) ∈ � 2N+1 рассмотрим следующую экстремальную
задачу

λ̂1‖aN (f)− a‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖f (r)‖2L2( � ) → min, f ∈ W
r
2 . (8)

Нетрудно убедиться, что решением этой задачи является функция

f̂(t) =
a0
2

+
N∑

k=1

λ̂1

λ̂1 + λ̂2k2r
(ak cos kt+ bk sin kt).

Из того, что f̂ — решение задачи (8), вытекает справедливость при всех f ∈ W r
2 равенства

(которое может быть проверено и непосредственно)

λ̂1‖aN (f)− aN (f̂)‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖f (r) − f̂ (r)‖2L2( � ) + λ̂1‖aN (f̂)− a‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖f̂ (r)‖2L2( � ) = λ̂1‖aN (f)− a‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖f (r)‖2L2( � ).

Если f ∈W r
2 и ‖aN (f)− a‖l2N+1

2
6 δ, то из этого равенства, положив g = f − f̂ , получаем

λ̂1‖aN (g)‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖g(r)‖2L2( � ) 6 λ̂1‖aN (f)− a‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖f (r)‖2L2( � ) 6 λ̂1δ
2 + λ̂2.

Оценим погрешность метода (2). Имеем

‖u− ϕ̂(a)‖2L2(D)
=
a20(g)

4
+

1

2

∞∑

k=1

a2k(g) + b2k(g)

k + 1

6 sup

{
u0
4

+
1

2

∞∑

k=1

uk
k + 1

: λ̂1

N∑

k=0

uk + λ̂2

∞∑

k=1

ukk
2r
6 λ̂1δ

2 + λ̂2, uk > 0

}
.
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Так как значение последней задачи совпадает со значением задачи (5), то полученная
оценка сверху для погрешности оптимального восстановления совпадает с оценкой снизу
и метод (2) является оптимальным. Подставляя в него выражения для λ̂1 и λ̂2, получаем
утверждение теоремы. B

Рассмотрим теперь случай p =∞.

Теорема 2. Положим

m = max
{
n ∈ � + : δ2

∑

|k|6n
k2r < 1, 0 6 n 6 N

}
.

Тогда

EN,∞(W r
2 , δ) =

√√√√δ2

4
+ δ2

m∑

k=1

αk
k + 1

+
1

2(m+ 1)(m+ 1)2r
,

где

αk = 1− k + 1

m+ 2

(
k

m+ 1

)2r
, k = 1, . . . ,m,

а метод

ϕ̂(a)(ρ cos t, ρ sin t) =
a0
2

+
N∑

k=1

αkρ
k(ak cos kt+ bk sin kt) (9)

является оптимальным.

C Аналогично неравенству (3) имеем

EN,∞(W r
2 , δ) > sup

f∈W r
2

‖aN (f)‖
l2N+1
∞

6δ

‖u‖L2(D).

Экстремальная задача, стоящая в правой части этого неравенства может быть перепи-
сана в виде (здесь для удобства мы также переходим к квадрату ее значения)

u0
4

+
1

2

∑

|k|>1

uk
|k|+ 1

→ max, 0 6 uk 6 δ2, k = −N, . . . , N,
∑

|k|>1
ukk

2r
6 1, (10)

где uk = a2k(f) (k = 0, 1, . . .) и u−k = b2k(f) (k = 1, 2, . . .). Рассмотрим функцию Лагранжа
этой задачи

L ({uk}∞0 , λ) =
(
−1

4
+ λ0

)
u0 +

∑

|k|>1

(
− 1

2(|k|+ 1)
+ λN+1k

2r

)
uk +

N∑

|k|=1
λkuk,

λ = (λ−N , . . . , λN , λN+1). Для решения задачи (10) достаточно найти допустимую в (10)
последовательность {ûk}∞0 и такой вектор λ̂ с неотрицательными компонентами, что

min
uk>0

L ({uk}∞0 , λ̂) = L ({ûk}∞0 , λ̂) (11)

и
N∑

k=−N

λ̂k(ûk − δ2) + λ̂N+1

(∑

|k|>1
ûkk

2r − 1

)
= 0. (12)
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При этом {ûk}∞0 — решение задачи (10).
Положим

λ̂0 =
1

4
, λ̂N+1 =

1

2(m+ 2)(m+ 1)2r
,

λ̂k =





1

2(|k|+ 1)
− λ̂N+1k2r, 1 6 |k| 6 m,

0, m+ 1 6 |k| 6 N.

Последовательность {ûk}∞0 определим равенством

ûk =





δ2, |k| 6 m,

1− δ2∑m
|k|=1 k

2r

2(m+ 1)2r
, |k| = m+ 1,

0, |k| > m+ 1.

Из определения m следует, что {ûk}∞0 — допустима. Кроме того, при всех uk > 0

L ({uk}∞0 , λ̂) =
∑

|k|>m+2

(
− 1

2(|k|+ 1)
+ λ̂N+1k

2r

)
uk > 0 = L ({ûk}∞0 , λ̂).

Тем самым условие (11) выполнено. Легко убедиться, что условие (12) тоже выполнено.
Следовательно, {ûk}∞0 — решение задачи (10). Отсюда

EN,∞(W r
2 , δ) >

√√√√u0
4

+
1

2

∑

|k|>1

ûk
|k|+ 1

=

√√√√δ2

4
+ δ2

m∑

k=1

αk
k + 1

+
1

2(m+ 1)(m+ 1)2r
.

Отметим, что из тех же соображений, которые были использованы выше, вытекает,
что {ûk}∞0 — решение задачи

u0
4

+
1

2

∑

|k|>1

uk
|k|+ 1

→ max,

N∑

k=−N

λ̂kuk + λ̂N+1
∑

|k|>1
ukk

2r
6 δ2

N∑

k=−N

λ̂k + λ̂N+1, uk > 0.

Займемся теперь построением оптимального метода восстановления. При фиксиро-
ванном a = (a0, a1, . . . , aN , b1, . . . , bN ) ∈ � 2N+1 рассмотрим следующую экстремальную
задачу

λ̂0|a0(f)− a0|2 +
N∑

k=1

(λ̂k|ak(f)− ak|2 + λ̂−k|bk(f)− bk|2)

+ λ̂N+1‖f (r)‖2L2( � ) → min, f ∈ W
r
2 . (13)

Нетрудно убедиться, что решением этой задачи является функция

f̂(t) =
a0
2

+
m∑

k=1

λ̂k

λ̂k + λ̂N+1k2r
(ak cos kt+ bk sin kt).



О восстановлении решения задачи Дирихле 4–61

Из того, что f̂ — решение задачи (13), вытекает справедливость при всех f ∈ W r
2 равен-

ства (оно может быть проверено и непосредственно)

λ̂0|a0(f)− a0(f̂)|2 +
N∑

k=1

(λ̂k|ak(f)− ak(f̂)|2 + λ̂−k|bk(f)− bk(f̂)|2)

+λ̂N+1‖f (r) − f̂ (r)‖2L2( � ) + λ̂0|a0(f̂)− a0|2

+
N∑

k=1

(λ̂k|ak(f̂)− ak|2 + λ̂−k|bk(f̂)− bk|2) + λ̂N+1‖f̂ (r)‖2L2( � )

= λ̂0|a0(f)− a0|2 +
N∑

k=1

(λ̂k|ak(f)− ak|2 + λ̂−k|bk(f)− bk|2) + λ̂N+1‖f (r)‖L2( � ).

(14)

Если f ∈ W r
2 и |ak(f) − ak| 6 δ, k = 0, 1, . . . , N , |bk(f) − bk| 6 δ, k = 1, . . . , N , то из

равенства (14), положив g = f − f̂ , получаем

λ̂0|a0(g)|2 +
N∑

k=1

(λ̂k|ak(g)|2 + λ̂−k|bk(g)|2) + λ̂N+1‖g(r)‖2L2( � ) 6 λ̂0|a0(f)− a0|2

+
N∑

k=1

(λ̂k|ak(f)− ak|2 + λ̂−k|bk(f)− bk|2) + λ̂N+1‖f (r)‖L2( � ) 6 δ2
N∑

k=−N

λ̂k + λ̂N+1.

Оценим погрешность метода (9). Имеем

‖u− ϕ̂(a)‖2L2(D)
=
a20(g)

4
+

1

2

∑

|k|>1

a2k(g) + b2k(g)

|k|+ 1
6 sup

{
u0
4

+
1

2

∑

|k|>1

uk
|k|+ 1

:

N∑

k=−N

λ̂kuk + λ̂N+1

∞∑

|k|>1
ukk

2r
6 δ2

N∑

k=−N

λ̂k + λ̂N+1, uk > 0

}
.

Так как значение последней задачи совпадает со значением задачи (10), то полученная
оценка сверху для погрешности оптимального восстановления совпадает с оценкой снизу
и метод (9) является оптимальным. Подставляя в него выражения для λ̂−N , . . . , λ̂N , λ̂N+1,
получаем утверждение теоремы. B

Пусть фиксирована погрешность δ > 0 вычисления коэффициентов Фурье граничной
функции f в задаче Дирихле. Положим

Nδ = max
{
n ∈ � + : δ2

∑

|k|6n
k2r < 1

}
.

Из теоремы 2 вытекает, что для максимально точного восстановления решения зада-
чи Дирихле по приближенным значениям коэффициентов Фурье функции f требуется
знание 2Nδ + 1 первых коэффициентов Фурье. Вычисление следующих коэффициентов
Фурье (при условии, что они вычисляются с той же погрешностью) не приводит к умень-
шению погрешности оптимального восстановления.

Аналогичный эффект насыщения наблюдается в задачах оптимального восстанов-
ления производных по неточным коэффициентам Фурье (см. [7]) и при оптимальном
восстановлении решения уравнения теплопроводности по неточной информации о на-
чальной температуре (см. [10]).
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