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Рассматриваются мажорируемые операторы Урысона, действующие в пространствах со смешанной
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Введение

Изучение топологических и порядковых свойств операторов, действующих в функ-
циональных пространствах, является традиционной задачей анализа. Линейным опера-
торам, действующим в банаховых решетках и решеточно нормированных пространствах,
посвящена обширная литература [2, 6, 7]. В книгах [1, 5, 8] изучались нелинейные опера-
торы типа Урысона и Гаммерштейна, действующие в банаховых и локально выпуклых
пространствах. В работах [9, 10] интегральные операторы Урысона рассматривались
с точки зрения порядкового анализа. При изучении таких операторов, как впрочем и
для линейного случая, оказывается полезной техника решеточно нормированных про-
странств и мажорируемых операторов. В работах [2, 3] были введены мажорируемые
операторы Урысона, действующие в решеточно нормированных пространствах и был
найден критерий интегрального представления мажорируемого оператора Урысона. На-
стоящая заметка продолжает этот круг исследований и посвящена изучению топологи-
ческих свойств мажорируемых операторов Урысона, действующих в пространствах со
смешанной нормой.

1. Предварительные сведения

Здесь мы приведем некоторые предварительные сведения, необходимые для дальней-
шего. Стандартный источник для ссылок по теории векторных решеток и решеточно
нормированных пространств — монография [2]. Теория операторов Урысона, действущих
в векторных решетках, подробно изложена в [9].
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1.1. Рассмотрим векторную решетку F и векторное пространство W . Говорят, что
оператор T : F → W ортогонально аддитивен, если T (f1 + f2) = Tf1 + Tf2 для дизъ-
юнктных f1 и f2. Ортогонально аддитивный оператор T называется порядково ограни-

ченным, если он переводит порядково ограниченные множества в порядково ограничен-
ные множества. Оператор T : E → F , действующий между векторными решетками E
и F , называется абстрактным оператором Урысона, если он порядково ограничен и
ортогонально аддитивен. Множество всех абстрактных операторов Урысона из E в F
обозначается U (E,F ). Частичный порядок в векторном пространстве U (E,F ) вводится
с помощью конуса U+(E,F ), определяемого следующим образом:

T ∈ U+(E,F )⇔ (∀e ∈ E) Te > 0.

При этом оператор S > T в том и только том случае, если S − T ∈ U+(E,F ).
В случае, когда пространство F порядково полно, для U (E,F ) можно построить

порядковое исчисление типа Рисса-Канторовича, аналогично линейному случаю.

1.2. Пусть E и F — векторные решетки, причем решетка F порядково полна. Тогда

U (E,F ) — порядково полная векторная решетка и для любых двух операторов T, S ∈
U (E,F ) и вектора f ∈ E справедливы формулы [9]:

(T ∨ S)(f) := sup{Tg + Sh : g + h = f ; g⊥h};

(T ∧ S)(f) := inf{Tg + Sh : g + h = f ; g⊥h};

T+(f) := sup{Tg : g 6 f, (f − g)⊥g};

T−(f) := − inf{Tg : g 6 f, (f − g)⊥g};

|Tf | 6 |T |(f).

1.3. В [3] были введены мажорируемые операторы Урысона, действующие в решеточ-
но нормированных пространствах. Пусть (V,E) — решеточно нормированное простран-
ство, а (W,F ) — пространство Банаха-Канторовича. Оператор T : V → W называется
ортогонально аддитивным, если T (v + w) = Tv + Tw, когда v и w дизъюнктны. Опе-
ратор T : V → W называется мажорируемым оператором Урысона, если выполняются
следующие условия:

1) T ортогонально аддитивен;
2) существует S ∈ Usim(E, F ) такой, что выполняется неравенство:

Tv 6 S( v ) (v ∈ V ).

Символом Usim(E,F ) обозначается множество ортогонально аддитивных, положи-
тельных, возрастающих, симметричных операторов. Выражаясь точнее, T ∈ Usim(E,F )
в том и только том случае, когда T ортогонально аддитивен, Te ∈ F+ для любого векто-
ра e ∈ E, T возрастает на E+ и кроме того T (−e) = Te для любого e ∈ E+. Оператор S,
обладающий указанными свойствами называется мажорантой T . Множество всех ма-
жорант обозначается через maj(T ). Множество Usim(E,F ) само является подрешеткой
U (E,F ), и поэтому наследует векторный порядок из U (E,F ). Наименьший элемент в
maj(T ) относительно этого естественного порядка, называется точной мажорантой опе-
ратора T и обозначается T . Множество всех мажорируемых операторов Урысона из V
в W обозначается через MU (V,W ). Разложимость мажорантной нормы не имеет места,
однако существуеет некоторый аналог разложимости [3]. Для любого T ∈ MU (V,W ) и
любых S, P ∈ Usim(E, F ) таких, что

0 6 S 6 T ; 0 6 P 6 T ; P⊥S; P + S = T ;
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найдется оператор ST ∈MU (V,W ) и

T = ST + T − ST ; ST = S; T − ST = P.

1.4. Говорят, что сеть (vα)α∈Ξ ⊂ V латерально сходится к элементу v, если v = lim
α
vα

и (vα − vβ)⊥vβ для любых α, β ∈ Ξ, β 6 α. При этом пишут v = l-lim α vα. Рассмотрим
теперь, так называемые, латерально непрерывные операторы. Оператор T : (V,E) →
(W,F ) называется латерально непрерывным(латерально σ-непрерывным), если из v =

l-lim
α

vα(v = l-lim
n

vn) следует Tv = o-lim
α

(Tvα)
(
Tv = o-lim

n
Tvn

)
.

Далее в тексте под Br(E) будем понимать булеву алгебру проекторов пространства E.
На банаховы пространства X и Y , встречающиеся в тексте, накладываются следующие
ограничения: X — сепарабельное банахово пространство, а для банахового пространства
Y найдется счетное, всюду плотное подмножество Z ] ⊂ Z, где Z ⊂ Y ∗ — нормирующее
подпространство в Y ∗. Имеет место следующий критерий слабой интегральной предста-
вимости мажорируемого оператора Урысона [4].

Пусть T : E(X) → F (Y ) — мажорируемый оператор Урысона. Тогда следующие
условия эквивалентны:

1) T — слабый интегральный оператор Урысона;
2) для любых двух ограниченных последовательностей вектор-функций ~fn, ~gn из

~fn − ~gn → 0 по мере вытекает T ~fn − T~gn → 0 почти всюду.

2. Непрерывные по норме мажорируемые операторы Урысона

2.1. В настоящем пункте мы установим непрерывность по норме слабого интеграль-
ного мажорируемого оператора Урысона, действуюшего в пространствах измеримых
вектор-функций. Если пара (V,E) — решеточно нормированное пространство (РНП),
где E — банахова решетка, то для произвольного элемента x ∈ V существует так назы-
ваемая смешанная норма

|||x||| := ‖ x ‖E .

РНП с указанным свойством будем пространством со смешанной нормой. В случае br-
полноты пространство со смешанной нормой (V,E) становится банаховым пространством
с нормой ||| · |||. Все встречающиеся в тексте РНП со смешанной нормой будем считать bo-
полными. В дальнейшем элементы пространств со смешанной нормой будем обозначать
буквами x, y, z, u. За элементами нормирующих банаховых решеток зарезервируем буквы
e, f, g, h. Пусть e ∈ E+ и M ⊂ V . Множество M называется абсолютно эквинепрерывным

относительно e, если для любого ε > 0 существует δ > 0, такое что |||πx||| < ε для всех
x ∈M и порядковых проекторов π ∈ Br(E), таких что ‖πe‖ < δ. Напомним, что элемент
e ∈ E+ банаховой решетки называется квазивнутренней точкой, если порядковый идеал
Ee, порожденный e, плотен по норме в E. Пусть λ ∈ R+. Для любого x ∈ V можно
написать

x = f1 + f2; f1 = π x ;

где π — проектор на полосу {( x − λe)+}⊥⊥ и f2 = x − f2. В силу разложимости
решеточной нормы найдутся такие x1 и x2, что x1 = f1 и x2 = f2. Пусть теперь
ϕλ(x) := x2.

Лемма. Пусть E — банахова решетка с квазивнутренней точкой e, (V,E) — простран-

ство со смешанной нормой, а последовательность {xn} ⊂ V сходится к x по норме ||| · |||.
Тогда справедливы следующие утверждения:
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(а) множество {x} абсолютно эквинепрерывно относительно e;

(б) множество M ⊂ V , имеющее вид

M = {ϕλ(x) : λ > 0} ∪ {ϕλ(xn) : λ > 0, n ∈ N} ∪ {x, xn, n ∈ N}

абсолютно эквинепрерывно относительно e.

C Пусть x ∈ V и ε > 0. Так как e квазивнутренная точка в E, то порядковый идеал
Ee плотен в E и существует такой элемент f ∈ Ee, что ‖ x − f‖ < ε

2 . Используем
изоморфизм булевых алгебр Br(E) и Br(V,E). Тогда

‖π x − πf‖ <
ε

2

для любого порядкового проектора π. Так как f ∈ Ee, то |f | < λe для некоторого λ ∈ R+.
Тогда ‖πf‖ < λ‖πe‖. Возьмем δ = ε

2λ . Тогда если ‖πe‖ < δ, то |||πx||| < ε, так как
справедливы формулы:

|||πx||| 6 ‖π x − πf‖+ ‖πf‖ 6

6 ‖π x − πf‖+ λ‖πe‖ < ε.

Докажем утверждение б). Для данного ε > 0 в силу сходимости последовательности
(xn) к x найдется такой номер n0 ∈ N, такой что |||x − xn||| <

ε
2 , когда n > n0. По

доказанному выше существует δ1 > 0, такой что |||πx||| < ε
2 , когда ‖πe‖ < δ1. С другой

стороны существует δ2 > 0, такой что |||πxn||| < ε, для n ∈ {1, . . . , n0−1}, когда ‖πe‖ < ε.
Возьмем в качестве δ число min{δ1, δ2}. Тогда будет справедлива оценка

|||πxn||| 6 |||πxn − πx|||+ |||πx||| < ε; ∀n > n0.

Для элементов последовательности (xn) с номерами, принадлежащими множеству
{1, . . . , n0 − 1} неравенство очевидно. Далее, так как ϕλ(x) 6 x для любого λ ∈ R+ и
x ∈ V , то |||ϕλ(x)||| < ε, когда ‖πe‖ < δ и |||ϕλ(xn)||| < ε для всех n ∈ N. B

2.2. Существование квазивнутренней точки в нормирующей решетке облегчает изу-
чение латерально непрерывных мажорируемых операторов Урысона.

Лемма. Пусть E и F — банховы решетки, причем E — Kσ-пространство с квазивнут-

ренней точкой e, (V,E) и (W,F ) — пространства со смешаннми нормами, x ∈ V . Если

T ∈ MU (V,W ) — латерально непрерывный оператор, то для любого ε > 0 существует

δ > 0, такое что |||Tπx||| < ε, для любых π ∈ Br(V ), таких, что ‖πe‖ < δ.

C Проведем доказательство от противного. Тогда существует y ∈ V , ε > 0 и
последовательность порядковых проекторов (πn)

∞
n=1, такая что, lim

n→∞
‖πne‖ = 0 но

lim
n→∞

|||Tπny||| > ε, для любого n ∈ N. Переходя если надо к подпоследовательности будем

считать, что
∑∞

n=1 ‖πne‖ < ∞. Воспользуемся теперь σ-полнотой нормирущей решетки
E. Для каждого k ∈ N существует порядковый проектор ρk = supn>k πn. Ясно, что по-
следовательность проекторов (ρk)

∞
k=1 невозрастающая и для каждого k ∈ N справедлива

формула
|||Tρky||| > |||Tπky||| > ε.

Далее имеем

‖ρke‖ 6

∥∥∥∥∥

∞∑

n=k

πne

∥∥∥∥∥ 6

∞∑

n=k

‖πne‖.
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Отметим, что
∞∑
n=k

‖πne‖ → 0 когда k → ∞. Пусть теперь ρ = inf
k∈N

ρk. Ясно, что ‖ρke‖ >

‖ρe‖ для любого k ∈ N. Таким образом ρe = 0. Так как e квазивнутренная точка в
E, то ρ = 0. Таким образом (ρk)

∞
k=1 сходится к нулю в булевой алгебре проекторов

Br(V ) и следовательно (ρky)
∞
k=1 латерально сходится к 0 в пространстве (V,E). Так

как оператор T латерально непрерывен, то последовательность ( Tρky )∞k=1 порядково
сходится к нулю в пространстве F . Используя порядковую непрерывность нормы F ,
получаем, что lim

k→∞
|||Tρky||| = 0. Пришли к противоречию. B

2.3. В этом пункте путем небольшой модификации мы усилим лемму 2.2.

Лемма. Пусть (V,E) и (W,F ) — те же, что и в 2.2, e — квазивнутренная точка в E
и T ∈MU (V,W ) — латерально σ-непрерывный оператор. Если множество M абсолютно

эквинепрерывно относительно e, тогда для любого ε > 0 существует δ > 0, такое что

∀π ∈ Br(V ) ‖πe‖ < δ ⇒ sup
x∈M

|||Tπx||| < ε.

C Проведем доказательство от противного. Тогда существует ε′ > 0 и последователь-
ность элементов (xn)

∞
n=1 ⊂ M , а также последовательность порядковых проекторов

(πn)
∞
n=1, такие что

∑∞
n=1 ‖πne‖ < ∞ и |||Tπnxn||| > ε′. Как и в 2.2 пусть ρk = supn>k πn.

Тогда мы имеем, что |||Tρkxk||| > ε′ для любого k ∈ N и lim
n→∞

‖ρke‖ = 0. С другой сторо-

ны, применяя лемму 2.2 к каждому xk, можем написать lim
‖πne‖→0

|||Tπnxk||| = 0. Тогда для

любого k ∈ N мы можем найти n(k), n(k) > k, такой, что

|||T (ρn(k) − ρk)xk||| > ε′.

Возьмем k1 = 1 и ki = nki−1 и θi = ρki − ρki+1 . Так как (ρki)
∞
i=1 убывающая пос-

ледовательность проекторов, то проекторы θi попарно взаимно дизъюнктны. Кроме то-
го θi 6 ρi для любого i ∈ N и lim

i→∞
‖θie‖ = 0. Пусть yi = xki , Тогда |||Tθiyi||| > ε′

для любого i ∈ N . Так как множество {yi}∞i=1 абсолютно эквинепрерывно относитель-
но e, то lim

i→∞
|||θiyi||| = 0. Переходя, если надо к подпоследовательности, получаем, что

∑∞
i=1 |||θiyi||| < ∞. Пусть v =

∑∞
i=1 θiyi. Так как проекторы θi попарно дизъюнктны, то

суммы
∑n

i=1 θiyi латерально сходятся к v. Учитывая это, получаем, что суммы
∑n

i=1 Tθiyi
латерально сходятся к Tv. Так как норма в F порядково непрерывна,то можем написать

|||Tv||| = lim
n→∞

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣

n∑

i=1

Tθiyi

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣.

Получили противоречие. B

2.4. В настоящем пункте мы установим главный результат настоящего параграфа —
непрерывность по норме слабого интегрального оператора Урысона. Предварительно
докажем вспомогательную лемму.

Лемма. Пусть (V,E) (W,F ) — пространства со смешанными нормами, где E,F -

банаховы решетки и E кроме того Kσ-пространство, e — квазивнутренная точка в E,

x ∈ V , r, δ ∈ R+. Пусть π — порядковый проектор на полосу, порожденную ( x − r
δe)

+.

Тогда имеют место следующие утверждения:

1) π x > π( rδe);

2) (I − π) ϕ r
δ
(x) = (I − π) x ;
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3) Если кроме того |||x||| < r, то ‖πe‖ < δ.

C Первое утверждение очевидно. Второе утверждение следует из того, что

ϕ r
δ
(x) ⊥{( x − r/δe)+}⊥⊥

и простого наблюдения, что проекторы I − π и π — дизъюнктны. Пусть теперь

‖π(r/δe)‖ 6 ‖π x ‖ 6 ‖ x ‖ = |||x|||.

Отсюда следует, что ‖πe‖ < δ когда |||x||| < r. B

Теорема. Пусть (V,E) и (W,F ) — пространства со смешанными нормами, где E,F —

банаховы решетки, E кроме того Kσ-пространство, e — квазивнутренная точка в E,

норма в F порядково непрерывна. Пусть T ∈ MU (V,W ) — σ-латерально непрерывный

оператор. Если T равномерно непрерывен по норме на каждом порядково ограниченном

множестве, то он непрерывен по норме на всем пространстве V .

C Пусть (xn)
∞
n=1 последовательность в V , сходящаяся по норме к x и предположим,

что |||x||| < r, |||xn||| < r для любого n ∈ N и некоторого r ∈ R+. Требуется установить,
что последовательность (Txn)

∞
n=1 сходится по норме к Tx. Рассмотрим множество

M = {ϕλ(xn) : n ∈ N, λ ∈ R+} ∪ {ϕλ(x) : λ ∈ R+} ∪ {x, (xn) : n ∈ N}.

Используя лемму 2.3, мы можем заключить, что множество M абсолютно эквинепрерыв-
но относительно e. Тогда для произвольного ε > 0 мы можем найти такое δ > 0, что
|||Tπy||| < ε

3 для любого y ∈ M и любого порядкового проектора π, такого что ‖πe‖ < δ.
Определим теперь элемент ϕ(x) := ϕ r

δ
(x). Пусть πn — порядковые проекторы на полосы

{( xn − r
δe)

+}⊥⊥ и π проектор на полосу {( x − r
δe)

+}⊥⊥. Из леммы 2.4 следует, что
‖πne‖ < δ и ‖πe‖ < δ. Тогда |||Tπnxn||| < ε

3 и |||Tπnϕλ(xn)||| < ε
3 , |||Tπϕλ(x)||| <

ε
3 для

любого λ ∈ R+. Легко видеть, что ϕ(xn) сходится по норме к ϕ(x) в пространстве V .
Кроме того ϕ(x) 6

r
δe и ϕ(xn) 6

r
δe для любого λ ∈ R+. Используя равномерную

непрывность оператора T на порядково ограниченных множествах мы можем указать
такой номер n0 ∈ N, что для всех n > n0 справедливо неравенство |||Tϕ(x)−Tϕ(xn)||| < ε

3 .
Далее мы можем написать

|||Txn − Tx||| = |||T (I − πn)xn + Tπnxn − T (I − π)x− Tπx|||

= |||Tϕ(xn)− Tϕ(x) + Tπnxn − Tπx|||

6 |||Tϕ(xn)− Tϕ(x)|||+ |||Tπnxn|||+ |||Tπx||| < ε. B

2.5. Опираясь на доказанную выше теорему, можно установить непрерывность по
норме слабого интегрального оператора Урысона, действующего в пространствах изме-
римых вектор-функций.

Лемма. Пусть E, F — банаховы идеальные подпространства пространств измеримых

функций L0(ν) и L0(µ), норма в F порядково непрерывна, X, Y — банаховы пространст-

ва и E(X), F (Y ) — соответствующие пространства измеримых вектор-функций. Пусть

T : E(X) → F (Y ) — мажорируемый слабый интегральный оператор Урысона. Тогда T
равномерно непрерывен на порядково ограниченных множествах в E(X).

C Пусть (xn)
∞
n=1 и (yn)

∞
n=1 — порядково ограниченные последовательности в E(X) и

предположим, что
‖ xn − x ‖ = |||xn − yn||| → 0.
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Тогда используя свойства нормы в E, получаем что xn−x → 0(ν). Так как T — слабый
интегральный оператор Урысона, то Txn − Tyn → 0 почти всюду в F . Следовательно
|||Txn − Tyn||| → 0 ввиду порядковой непрерывности нормы в F . B

Так как слабый интегральный оператор Урысона латерально непрерывен, то спра-
ведливо следущее утверждение.

Следствие. Пусть E, F — банаховы идеальные подпространства пространств

измеримых функций L0(ν) и L0(µ), норма в F порядково непрерывна, X, Y — бана-

ховы пространства и E(X), F (Y ) — соответствующие пространства измеримых вектор-

функций. Пусть T : E(X) → F (Y ) — мажорируемый слабый интегральный оператор

Урысона. Тогда T непрерывен по норме.

Замечание. Если в 2.1–2.4 рассмотреть частный случай, когда пространства со сме-
шанными нормами совпадают с нормирующими решетками, то мы получим результаты
Ж. Мазона и С. де Леона, установленные в работе [10]. Похожими задачами, в контексте
операторов, действующих в квазинормированных пространствах, занимался В. Г. Фети-
сов [5].

3. Компактность операторов Урысона

3.1. В этой главе мы установим достаточные условия для разных типов компактно-
сти мажорируемых операторов Урысона, действующих в пространствах со смешанной
нормой. Пусть (V,E) и (W,F ) — пространства со смешанными нормами, а T : (V,E)→
(W,F ) — мажорируемый оператор Урысона. Оператор называется компактным, если
для каждого ограниченного по норме множества M ⊂ V его образ T (M) предкомпактен
в W . Компактный и непрерывный оператор называется вполне непрерывным.

Оператор T называется BM -компактным, если для любого x ∈ V оператор отобра-
жает множеств Mx := {y : y ∈ V, y 6 x } в предкомпактное множество в W . В случае,
когда пространства со смешанными нормами (V,E) и (W,F ) имеют вид (E,E) и (F, F )
BM -компактность совпадает с AM -компактностью введенной в [10]. Если же E = F = R,
то BM -компактность — обычная компактность оператора в нормированных простран-
ствах. Пусть x ∈ V . Напомним, что y ∈ V называется осколком x, если x − y ⊥ y .
Множество осколков x обозначается Bx. Отметим, что булевы алгебры осколков x и
x изоморфны. Оператор T называется С-компактным, если для любого x ∈ X T (Bx)
предкомпактное множество в W .

Оператор T называется почти компактным, если для любого ε > 0 и порядково
ограниченного множества D ⊂ V существует x ∈ V , такой что

T (D) ⊂ T (Mx) + εBW ,

где BW := {z : z ∈W ; |||z||| 6 1} — единичный шар пространства W .
В контексте теории банаховых решеток, операторы с вышеуказанными свойствами

изучались в работе [10]. Для операторов, действующих в решеточно нормированных
пространствах можно ввести свойство, близкое к C-компактности. Пусть Ex := {y :
y = z ; z ∈ Bx}. Оператор T называется EC-компактным, если для любого x ∈ X
образ T (Ex) предкомпактное множество в W .

Простейшие примеры показывают, что в пространствах со смешанной нормой мно-
жества ЕС-компактных и C-компактных операторов не совпадают. В случае операторов,
действующих в банаховых решетках, картина выглядит проще.
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Лемма. Пусть E и F банаховы решетки. Тогда оператор T ∈ U (E,F ) будет EC-

компактным тогда и только тогда, когда он С-компактен.

C Пусть T ∈ U (E,F ) и оператор C-компактен. Так как T (Ef ) = T (Bf )∪T (B−f ), то
T (Ef ) также предкомпактное множество. Обратная импликация очевидна. B

Теорема. Пусть (V,E) и (W,F ) — пространства со смешанными нормами, E, F —

банаховы решетки и E — Kσ-пространство. Пусть T ∈MU (V,W ) и T — EC-компактный

оператор. Если T равномерно непрерывен на порядково ограниченных множествах в V ,

то тогда он BM -компактен.

C Пусть x произвольный элемент V . Требуется установить, что множество T (Mx)
предкомпактно в W . Возьмем произвольное ε > 0. Тогда по предположению найдется
такое δ > 0, что справедливо неравенство |||Ty1 − Ty2||| < ε/2 для y1, y2 ∈Mx таких, что
|||y1 − y2||| < δ.

Зафиксируем n ∈ N, такое что 1
2n < δ

2|||x||| .Так как оператор C-компактнен, то для
данного ε/2n > 0 найдется конечное множество Dj , j ∈ {1, . . . , n− 1} осколков элемента
j/2nx, такое, что для каждого осколка z элемента j

2nx существует uj ∈ Dj , удовлетво-
ряющий неравенству

|||Tz − Tuj ||| <
ε

2n
.

Пусть D := {
∑2n−1

j=1 Tuj : uj ∈ Dj}. Возьмем произвольный элемент y ∈ Mx. Применяя
спектральную теорему Фрейденталя к y , можем найти такой элемент h ∈ E+, что
h =

∑2n−1

j=1
j
2n gi, где gi — осколки элемента x и y − h < 1

2n−1 x . Через vi обозначим
такие осколки x, что vi = gi. Отметим, кроме того, что элемент h можно подобрать
удовлетворяющим условию y − h > 0. Используя разложимость решеточной нормы,
найдем такой элемент y∗ ∈ V , такой что y∗ = h. Тогда

|||y − y∗||| = ‖ y − y∗ ‖ = ‖ y − h‖ 6

∥∥∥∥
1

2n−1
x

∥∥∥∥ < δ

Таким образом, в силу равномерной непрерывности оператора имеем |||Ty − Ty∗||| < ε
2 .

C другой стороны, так как j
2n gi — осколки элемента j

2n x , то существуют uj ∈ Dj

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣T (

j

2n
vi)− Tuj

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣ <

ε

2n

Далее можем написать

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
2n−1∑

j=1

Tuj − Ty
∗

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
2n−1∑

j=1

Tuj −
2n−1∑

j=1

T (
j

2n
vi)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣ <

ε

2
.

Таким образом
∣∣∣∣∣∣∑2n−1

j=1 Tuj−Ty
∣∣∣∣∣∣ < ε. Это означает, чтоD является ε-сетью и множество

T (Mx) предкомпактно. B

3.2. В настоящем пункте докажем следующий результат.

Теорема. Пусть (V,E), (W,F ), (H,G) — пространства со смешанными нормами,

где E, F, G — банаховы решетки. Предположим, что T ∈ MU (V,W ) почти компактный

оператор и S ∈ MU (W,H) — BM -компактен и равномерно непрерывен. Тогда оператор

R := ST : V → H компактен.
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C Так как S равномерно непрерывен, то |||Sy1 − Sy2||| <
ε
2 когда |||y1 − y2||| < δ. Так

как T почти компактен, то существует x∗ ∈ V , такой что

T (D) ⊂ T (Mx∗) + δBW ,

где D — ограниченное по норме множество в V .Так как T мажорируемый оператор,
то найдется y0 ∈ W , такое что T (Mx∗) ⊂ My0 . Воспользовавшись BM -компактностью
оператора S можем найти такое конечное множество z1, . . . , zn элементов H, что спра-
ведлива формула

S(My0) ⊂
n⋃

i=1

(
zi +

ε

2
BH

)
.

В качестве ε-сети для множества R(D) можем взять набор z1, . . . , zn. Действительно,
пусть y ∈My0 , v ∈ δBW . Тогда справедливы формулы

|||S(y + v)− zi||| 6 |||S(y + v)− Sy + Sy − zi||| 6 |||S(y + v)− Sy|||+ |||Sy − zi||| 6 ε

Далее можем написать

R(D) = (ST )(D) ⊂
n⋃

i=1

(
zi +

ε

2
BH

)
.

Следовательно R — компактный оператор. B

3.3. Накладывая некоторые ограничения на пространство на котором определен опе-
ратор, можно получить дополнительную характеризацию почти компактных операторов.

Теорема. Пусть (V,E), (W,F ) — пространства со смешанными нормами, где E, F —

банаховы решетки и E это Kσ-пространство. Пусть T ∈ MU (V,W ). Если для любого

r ∈ R+ существует e ∈ E+, e 6= 0, такое что, для любого ε > 0 существует δ > 0 и

(∀x ∈ V ) (∀π ∈ Br(V )) (|||x||| 6 r; ‖πe‖ < δ ⇒ |||Tπx||| < ε)

то оператор T почти компактен.

C Требуется установить, что если D = {x : x ∈ V, |||x||| 6 r} и ε > 0, то существует
такой элемент x0 ∈ V , что T (D) ⊂ T (Mx0) + BW . Для заданных r ∈ R+ и ε > 0 по
предположению существует e ∈ E+, e 6= 0 и δ > 0, такие что

sup
|||x|||6r

|||Tπx||| <
ε

2

для каждого порядкового проектора π, где ‖πe‖ < δ. Для каждого x ∈ V через πx
обозначим проектор на полосу {( x − r

δe)
+}⊥⊥. В силу разложимости решеточной нормы

найдутся такие x1 и x2, что

x = x1 + x2; x1 = πx x ; x2 = x − x1 .

Пусть ϕ(x) := x2. Используя лемму 2.4 можем написать

(I − πx)ϕ(x) = (I − πx)x; |||x||| 6 r ⇒ ‖πxe‖ < δ.

Если |||x||| 6 r, тогда |||ϕ(x)||| 6 r, так как ϕ(x) 6 x ∧ r
δe. Кроме того ‖πxe‖ < δ. Далее

справедливы оценки
|||Tπxx||| <

ε

2
; |||Tπxϕ(x)||| <

ε

2
.
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|||Tx−Tϕ(x)||| = |||Tπxx+T (I−πx)x−T (I−πx)ϕ(x)−Tπxϕ(x)||| 6 |||Tπx|||+|||Tπxϕ(x)||| < ε.

Следовательно найдется u ∈ V , такой что

T (D) ⊂ T (Mu) + εBW . B

3.4. Теорема. Пусть E, F — банаховы идеальные подпространства пространств

измеримых функций L0(A1,Σ1, ν) и L0(A2,Σ2, µ), норма в E порядково непрерывна, X,

Y — банаховы пространства и E(X), F (Y ) — соответствующие пространства измери-

мых вектор-функций. Пусть T ∈MU (V,W ) — непрерывный оператор. Тогда следующие

условия эквивалентны:

(1) Для любого r ∈ R+ существует e ∈ E+, e 6= 0, такое что, для любого ε > 0
существует δ > 0 и

(∀x ∈ V ) (∀π ∈ Br(V )) (|||x||| 6 r; ‖πe‖ < δ ⇒ |||Tπx||| < ε) .

(2) Для любого r ∈ R+ и для любой последовательности (xn)
∞
n=1 в E(X), |||xn||| 6

r; n ∈ N, справедлива импликация

xn − x → 0(ν)⇒ |||Txn − Tx||| → 0.

C (1)⇒(2). Пусть x ∈ V , r ∈ R+, каждый член последовательности (xn)
∞
n=1 ⊂ E(X)

удовлетворяет |||xn||| 6 r и xn − x → 0(ν). Тогда для данного ε > 0 по предположению
существует e ∈ E+, e 6= 0 и δ > 0, такие что sup|||x|||6r |||Tπx||| <

ε
3 для каждого поряд-

кового проектора, удовлетворяющего неравенству ‖πe‖ < δ. Пусть π и πn проекторы на
полосы {( x − a

δ e)
+}⊥⊥ и {( xn − a

δ e)
+}⊥⊥ соответственно. Так как xn − x → 0(ν), то

ϕ(x) − ϕ(x) → 0(ν). Кроме того ϕ(xn) 6
r
δe. Следовательно ϕ(x) − ϕ(x) → 0(ν) в

E(X). Отсюда получаем, что |||ϕ(xn)− ϕ(x)||| → 0, когда n→∞. В силу непрерывности
оператора T , найдется такой номер n0 ∈ N, такой что |||Tϕ(xn) − Tϕ(x)||| < ε

3 для всех
n0 > n. Используя те же аргументы, что и при доказательстве теоремы теоремы 3.3,
приходим к неравенству

|||Txn − Tx||| < ε; ∀n > n0.

Установим импликацию (2) ⇒ (1). Предположим, что утверждение (1) неверно. Тогда
для любых r ∈ R+ и e ∈ E+, e 6= 0 существуют ε > 0 и x0 ∈ V , такие что

|||Tπx0||| > ε; |||x0||| 6 r; ∀π ∈ Br(V ); ‖πe‖ < δ;

В частности это должно выполняться, когда e— слабая порядковая единица в E, которая
существует в данном пространстве согласно [6]. Мы можем найти такую последователь-
ность (xn)

∞
n=1 ⊂ V , где |||xn||| 6 r для всех n ∈ N и последовательность проекторов

(πn)
∞
n=1, удовлетворяющую условию lim

n→∞
‖πne‖ = 0 в то время как |||Tπnxn||| > ε для

всех n ∈ N. Существует посдедовательность (Ωn)
∞
n=1 измеримых подмножеств A1, таких

что πnf = fχΩn для любых f ∈ E+. Тогда ‖eχΩn‖ → 0, n → ∞ и eχΩn → 0(ν), n → ∞.
Отсюда получаем, что πnxn → 0(ν), n→∞. Теперь по предположению

lim
n→∞

|||Tπnxn||| = 0.

Пришли к противоречию. B

Замечание.Вопросы, рассмотренные в настоящей главе, привлекали внимание мно-
гих математиков. Так в частном случае, когда пространства со смешанными нормами
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совпадают с нормирующими решетками, результаты 3.1–3.4 совпадают с теоремами,
установленными в работе [10]. Вопросам компактности нелинейных интегральных опе-
раторов, действующих в различных пространствах скалярных функций, уделено много
внимания в [1]. Более современное изложение можно найти в [8].
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