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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЦЕПОЧКИ ДВИЖУЩИХСЯ ЗАРЯДОВ
С ИДЕАЛЬНЫМ ПРОВОДНИКОМ1
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Посвящается 80-летию со дня рождения

академика Ю. Г. Решетняка

Найдено решение уравнений Максвелла, описывающее суммарное электрическое поле, создаваемое
точечными зарядами e0, синхронно движущимися друг за другом со сдвигом во времени τ и посто-

янной скоростью
−→
V , вдоль плоской поверхности массивного идеального проводника на одинаковом

удалении z0 от него. Обнаружен эффект усиления взаимодействия произвольного заряда цепочки
с металлом при малом значении квадрата σ — отношения пространственного интервала V · τ к
удвоенному произведению фактора Лорентца γ на расстояние z0.

Ключевые слова: точечный заряд, идеальный проводник, «изображение», усиление взаимодей-
ствия.

1. Явление спонтанной поляризации 2S-атомов водорода, движущихся с постоянной
скоростью параллельно плоской металлической поверхности на макроскопическом рас-
стоянии (∼ 106 боровского масштаба), обнаруженное в [1], до сих пор не получило удо-
влетворительного объяснения. Поиск физического механизма, названного авторами [1]
загадочным, привел нас к идее, что причина явления должна быть связана с коллек-
тивным взаимодействием атомов с поверхностью. Первым шагом к полному описанию
служило бы рассмотрение взаимодействия цепочки точечных одинаковых зарядов, дви-
жущихся с постоянной скоростью параллельно поверхности.

2. Целью данной работы является аналитическое исследование этой модели. В стро-
гой постановке задача ставится так: пусть полупространство z 6 0 занято идеальным
проводником, а на расстоянии z = z0 > 0 над его поверхностью движутся параллель-
но ей друг за другом одинаковые точечные заряды e0 с некоторой постоянной скоро-
стью

−→
V , с одинаковым сдвигом во времени, равным τ . Заряды движутся вдоль оси x,

т. е.
−→
V = (V, 0, 0). Нужно определить электромагнитное поле, создаваемое этой цепочкой

точечных зарядов в полупространстве z > 0 при наличии граничных условий определен-
ного вида.

В рамках классической электродинамики нужно найти решение уравнения (для элек-
трического поля)

(
1

c2
∂2

∂t2
−∆

)−→
E (−→r , t) = −4π−→∇ρ(−→r , t)− 4π

c2
∂

∂t

−→
j (−→r , t), (1)
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где
−→∇ и ∆ операторы градиента и Лапласа соответственно,

ρ(−→r , t) =
+∞∑

n=−∞

e0δ(
−→r −−→r n(t)) ≡

∑

n

ρn(
−→r , t) — плотность заряда,

−→
j (−→r , t) =

+∞∑

n=−∞

e0
−→
V δ(−→r −−→r n(t)) ≡

∑

n

−→
j n(
−→r , t) — плотность тока,

−→r n =
(
V (t− nτ), 0, z0

)
, δ(−→r ) — δ-функция Дирака,

при следующих граничных условиях:

Ex(x, 0, z, t)
∣∣
z=0

= Ey(x, 0, z, t)
∣∣
z=0

= 0,
∂Ez(x, 0, z, t)

∂z

∣∣∣∣∣
z=0

= 0.

Далее нас не будет интересовать зависимость поля от координаты y, поэтому мы
ограничимся плоскостью y = 0.

Геометрия задачи позволяет перейти к преобразованию Фурье по координатам x и y,
и к преобразованию Лапласа по координате z. Таким образом, получаем:

−→
E (−→r , t) = 1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

dp

+∞∫

−∞

dω

+∞∫

−∞

dq1

+∞∫

−∞

dq2 e
iωt e−i(q1x+q2y) epz

−̂→
E (−→q , ω, p), (2)

−̂→
E (−→q , ω, p) = 1

(2π)3

∞∫

0

dz e−pz
+∞∫

−∞

dt

+∞∫

−∞

dx

+∞∫

−∞

dy e−iωt e+i(q1x+q2y)
−→
E (x, y, z, t). (3)

Примем следующие обозначения: пару {q1; q2} обозначим как −→q , а {x, y} обозначим
как
−→
R .

Для заряда с n = 0 будем иметь:

∂ρ0
∂x

= e0δ(y)δ(z − z0)
∂δ(x− V t)

∂x
,

∂
−→
j0x
∂t

= −e0V 2δ(y)δ(z − z0)
∂δ(x− V t)

∂x
.

Получаем для этого заряда выражение

−̂→
E 0 =

−̂→
f0

p2 − χ2 −
∂
−̃→
E 0
∂z

∣∣∣
z=0

+ p
−̃→
E 0

∣∣∣
z=0

p2 − χ2 ,

где

−̃→
E 0(
−→q , z, ω) ≡ −̃→E 0 =

1

(2π)3

+∞∫

−∞

d
−→
R

+∞∫

−∞

dt ei
−→q
−→
R e−iωt

−→
E 0(
−→
R, z, t), (4)

−̂→
f 0(
−→q , ω, p) = e0

π

{
γ2iq1, iq2, p

}
e−pz0δ(q1V − ω) ≡ f,

χ2 = q2 − ω2

c2
, q2 = q21 + q22, γ2 = 1− V 2

c2
.
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Выполняя обратное преобразование Лапласа от (4), и учитывая, что Ẽ0x(
−→q , ω, z =

0) = Ẽ0y(
−→q , ω, z = 0) = 0, находим





Ẽ0χ(
−→q , ω, z) = ie0γ2

2π
q1
χ δ(q1V − ω)G−(z, z0),

Ẽ0y(
−→q , ω, z) = ie0

2π
q2
χ δ(q1V − ω)G−(z, z0),

Ẽ0z(
−→q , ω, z) = −e0

2π δ(q1V − ω)G+(z, z0),
(5)

где χ =
√
q2 − ω2

c2
— вещественное число, поскольку ω = q1V , G±(z, z0) ≡ e−χ|z−z0| ±

e−χ(z−z0). Применяя к (5) обратное преобразование Фурье по частоте ω и волновому
вектору −→q , находим





E0z(x, 0, z, t) = −e0γ2
{

|z−z0|(√
(x−V t)2+γ2(z−z0)2

)3 + z0+z(√
(x−V t)2+γ2(z+z0)2

)3

}
,

E0x(x, 0, z, t) = e0γ
2(x− V t)

{
1(√

(x−V t)2+γ2(z−z0)2
)3 − 1(√

(x−V t)2+γ2(z+z0)2
)3

}
,

E0y(x, 0, z, t) = 0.

(6)

Проанализируем полученный результат. Суммарное поле, которое создается любым
из зарядов цепочки и идеальным проводником есть результат сложения поля исходного
заряда и его «изображения», находящегося в точке {x− V t, 0,−z0}, причем знак заряда
противоположный — это известный результат [2]. Он означает, что в случае идеального
проводника «изображение» заряда следует за ним в зеркале без «запаздывания».

Теперь не представляет труда обобщить этот результат на всю цепочку, используя
принцип суперпозиции. При этом ограничимся вычислением поля в точке нахождения
произвольного заряда цепочки, скажем m-го.

Исключая бесконечные слагаемые в формулах (6), описывающие самодействие заря-
дов (эти слагаемые содержатся в первых членах фигурных скобок приm = n (см. ниже)),
находим

Emx≡Ex(xm, z0, t)=e0γ
2




+∞∑

n=−∞
(n6=m)

xm − V (t− nτ)
|xm − V (t− nτ)|3−

+∞∑

n=−∞

xm − V (t− nτ)
(√

(xm − V (t− nτ))2 + 4γ2z20
)3


,

Emz ≡ Ez(xm, z0, t) = −e0γ2
+∞∑

n=−∞

2z0(√
(xm − V (t− nτ))2 + 4γ2z20

)3 .

Учитывая, что xm = V (t − mτ), нетрудно показать, что Ex(xm, z0, t) = 0, как это
должно быть из физических соображений, а для Ez получить формулу:

Ez = −
e0γ

2

4γ3z20

+∞∑

n=−∞

1
(√

1 + σ2n2
)3 ,

где появляется характерный параметр задачи σ2 ≡ V 2τ2

4γ2z20
.

При σ2 ¿ 1 вклад в сумму по n дают много слагаемых. Действительно, в этом пределе
можно применить известную формулу суммирования Эйлера — Маклорена и заменить



Взаимодействие цепочки движущихся зарядов с идеальным проводником 13

сумму на интеграл. Находим:

Ez(xm, z0, t) ' −
e0

4γz20

∞∫

0

dx
√
1 + σ2x2

3 = − e0
4γσz20

= − e0
V τz0

.

В обратном пределе, т. е. когда параметр σ2 À 1, находим

Ez(xm, z0, t) = −
e0

4γz20

[
1 +

2

σ3
ζ

(
3

2

)]
,

где ζ(l) =
∑∞

k=1
1
kl

— дзета-функция Римана, ζ
(
3
2

)
= 2,612.

Наше рассмотрение позволяет заключить, что в случае нерелятивистских зарядов,
т. е. при γ = 1, обеспечить выполнение условия σ ¿ 1 не представляет труда. Тогда
сила взаимодействия (т. е. притяжение) любого заряда из цепочки с металлом мно-
гократно увеличивается по сравнению с силой взаимодействия одного заряда, равной

e0Ez(σ→∞) = − e20
4z20

. Действительно,

F (σ → 0)

F (σ →∞)
=

Ez(σ → 0)

Ez(σ →∞)
=

2

σ
À 1.

Если этот механизм усиления взаимодействия может быть обобщен для спонтанно
флуктуирующих дипольных моментов 2S-атомов водорода, летящих цепочкой вдоль по-
верхности металла, то он может быть физической причиной возникновения самопроиз-
вольной поляризации этих атомов.

3. Следует отметить, что наши результаты могут быть получены предельным пере-
ходом из задачи о взаимодействии бесконечно тонкого провода с постоянным током I,
находящегося на расстоянии z0 от плоской металлической поверхности параллельно ей.
В самом деле, если в нашей формуле для плотности тока

−→
j совершить предельный

переход τ → 0, N →∞ таким образом, что V Nτ = L — длина провода, то получим

jx =
+N∑

n=−N

e0V δ
(
x− V (t− nτ)

)
δ(y)δ(z − z0) = {V Nτ ≡ L}

=
∑

n

Ne0V

V Nτ
δ

(
x− V t
V τ

− n
)
δ(y)δ(z − z0) =

q

L
V δ(y)δ(z − z0), N →∞, τ → 0,

где q
L — линейная плотность заряда. Тогда ток

I =

∫
jx dy dz =

qV

L
.

Однако, чтобы получить наши результаты, нужно было бы вначале вычислить маг-
нитное поле, создаваемое истинным током и его «изображением», а затем с его помощью
найти поле электрическое.

4. Ясно, что полученные выводы существенно опираются на предположение о син-
хронном движении зарядов друг за другом вдоль линии z = z0. Можно предположить,
что небольшие отклонения от постоянства

−→
V и τ (т. е. малая расфазировка) вряд ли

приведут к существенному уменьшению эффекта усиления.
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