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ТРАНСВЕКЦИИ В НАДГРУППАХ НЕРАСЩЕПИМОГО ТОРА

В. А. Койбаев, А. В. Шилов

Исследуются промежуточные подгруппы полной линейной группы GL(n, k) степени n над произ-
вольным полем k, содержащие нерасщепимый максимальный тор, связанный с расширением сте-
пени n основного поля k. Доказывается, что если надгруппа нерасщепимого максимального тора
содержит одномерное преобразование, то она содержит элементарные трансвекции по крайней мере
в двух позициях любой строки и любого столбца.

Ключевые слова: надгруппы, промежуточные подгруппы, нерасщепимый максимальный тор,
трансвекция.

§ 1. Введение

Настоящая статья продолжает работу первого автора [8] и посвящена исследованию
промежуточных подгрупп полной линейной группы GL(n, k) степени n над произволь-
ным полем k, содержащих нерасщепимый максимальный тор, связанный с расширением
степени n основного поля k. Доказывается, что если надгруппа нерасщепимого мак-
симального тора содержит одномерное преобразование, то она содержит элементарные
трансвекции по крайней мере в двух позициях любой строки и любого столбца. Мы до-
казываем также, что если расширение основного поля k является простым, то надгруппа
нерасщепимого максимального тора, содержащая одномерное преобразование, содержит
элементарные трансвекции на всех позициях.

К настоящему времени полное описание надгрупп нерасщепимого тора получено
лишь для некоторых специальных полей таких, как конечные или локальные. Для ко-
нечных полей это работы У. Кантора [13], Г. Зейтца [15, 16] и Р. Дая [10–12], в которых
получены окончательные результаты для полей (характеристики, не равной 2 и 3), содер-
жащих не менее 13 элементов. Важные результаты о надгруппах нерасщепимого тора
для локальных и глобальных полей получены В. П. Платоновым [14]. В случае поля
вещественных чисел R надгруппы максимального тора замкнуты в вещественной топо-
логии и, в частности, имеется только конечное число промежуточных подгрупп [9, 14].

В отличие от конечных полей, в случае бесконечных полей расположение надгрупп
нерасщепимого тора определяется некоторым классом подколец основного поля (см. [1,
2, 5–7]). А именно, определяется некоторое наименьшее кольцо R0 основного поля k так,
что расположение всякой подгруппы, содержащей нерасщепимый тор, фиксируется эле-
ментарной сетевой группой, построенной (сетью идеалов) над промежуточным кольцом
R, R0 6 R 6 k.

Для более подробного ознакомления с результатами данного направления мы реко-
мендуем обзоры [3, 4].
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Ввиду сложности решения задачи описания надгрупп нерасщепимого тора, естествен-
ным первым шагом было бы рассмотрение класса надгрупп нерасщепимого тора, со-
держащих одномерное преобразование. Исследованию этого класса подгрупп посвящена
настоящая работа.

Сформулируем основные результаты статьи (заметим, что теорема 1 доказана в [8],
однако, здесь мы предлагаем несколько другое доказательство). Пусть K — конечное
расширение степени n поля k нечетной характеристики. Пусть, далее, T = T (K/k) —
нерасщепимый максимальный тор, соответствующий расширению K/k.

Теорема 1 [8, теорема 1]. Пусть H — промежуточная подгруппа, T 6 H 6 GL(n, k),
содержащая одномерное преобразование. Тогда для любых i, j найдутся r, s так, что
элементарные трансвекции tir(ξ), tsj(ζ) содержатся в группеH для некоторых ненулевых
элементов ξ, ζ поля k.

Теорема 2. Пусть K — простое расширение степени n бесконечного поля k нечетной
характеристики; H — промежуточная подгруппа, T 6 H 6 GL(n, k), содержащая од-
номерное преобразование. Тогда для любых i, j, i 6= j, элементарная трансвекция tij(ξ)
содержится в подгруппе H для некоторого ненулевого элемента ξ поля k.

В работе приняты следующие обозначения:
K — расширение степени n поля k нечетной характеристики;
e1, e2, . . . , en — базис поля K над k;
f1, f2, . . . , fn — k-линейные функционалы (дуальный базис сопряженного простран-

ства V ∗, V = K), действующие из поля K в поле k, связанные с базисом e1, e2, . . . , en
следующим образом: fi(ej) = δij , i, j = 1, . . . , n;

f = f1;
E = En — единичная матрица порядка n;
Eij — матрица, у которой на позиции (i, j) стоит 1 ∈ k, а на остальных местах нули;
tij(ξ) = E + ξEij — элементарная трансвекция, ξ ∈ k, ξ 6= 0, i 6= j;
δij — символ Кронекера.

§ 2. Некоторые свойства промежуточных подгрупп

Рассмотрим регулярное вложение мультипликативной группы K∗ поля K в группу
всех k-линейных автоморфизмов

K −→
t 99K t̂

Autk(K), t̂(x) = tx, x ∈ K.

Образ группы K∗ при этом вложении обозначается через T = T (K/k) и называется
нерасщепимым максимальным тором, соответствующим расширению K/k. С точки зре-
ния теории алгебраических групп эта группа является примером минизотропного тора.

Далее, под одномерным преобразованием мы понимаем отображение вида 1 + t · ϕ,
где t ∈ K, ϕ — ненулевой k-линейный функционал, причем ϕ(t) 6= −1. В этом случае
преобразование является обратимым. Отображение 1 + t · ϕ действует следующим обра-
зом: (1 + t · ϕ)(x) = x+ t · ϕ(x), x ∈ K. Одномерное преобразование 1 + t · ϕ называется
общей трансвекцией (или просто трансвекцией), если ϕ(t) = 0.

При фиксированном базисе e1, . . . , en поля K над k группа Autk(K) изоморфна пол-
ной линейной группе GL(n, k). При этом изоморфизме тору T = T (K/k) будет соответ-
ствовать некоторая матричная подгруппа в GL(n, k), которую мы также будем называть
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нерасщепимым максимальным тором и обозначать через T . Матрицу из GL(n, k), соот-
ветствующую элементу t̂, будем обозначать через C(t). Таким образом, под тором T мы
будем понимать подгруппу

T =
{
C(x) : x ∈ kn \ 0

}

полной линейной группы G = GL(n, k).
Найдем матрицу из GL(n, k), которая соответствует одномерному преобразованию

1 + t · ϕ. Пусть t = α1e1 + α2e2 + · · · + αnen; ϕ(e1) = β1, ϕ(e2) = β2, . . . , ϕ(en) = βn,
αi, βi ∈ k. Положим α = (α1, α2, . . . , αn)

T , β = (β1, β2, . . . , βn)
T . Тогда одномерному

преобразованию 1 + t · ϕ соответствует матрица

E+α ·β T
= E+




α1
α2
. . .
αn



(
β1 β2 . . . βn

)
=




1 + α1β1 α1β2 . . . α1βn
α2β1 1 + α2β2 . . . α2βn
. . . . . . . . . . . .
αnβ1 αnβ2 . . . 1 + αnβn


 .

При этом ϕ(t) = α1β1 + α2β2 + · · · + αnβn 6= −1. В том случае, когда t = ξem, ϕ = fs,
ξ ∈ k∗, s 6= m, трансвекции 1 + t · ϕ = 1 + ξem · fs будет соответствовать элементарная
трансвекция tms(ξ).

Предложение 1. Пусть ϕ, ψ — ненулевые k-линейные функционалы; тогда найдется
t ∈ K, t 6= 0, такой, что ϕ · t̂ = ψ.

C Заметим, что для произвольного k-линейного функционала ϕ и для t ∈ K компози-
ция ϕ · t̂ также является k-линейным функционалом. Для базиса e1, . . . , en поля K над k
функционалы ϕ· ê1, . . . , ϕ· ên являются базисом линейного пространства всех k-линейных
функционалов. Поэтому произвольный функционал ψ можно получить с помощью ли-
нейной комбинации ψ = λ1ϕ · ê1 + · · ·+ λnϕ · ên = ϕ · t̂, где t = λ1e1 + · · ·+ λnen. B

Предложение 2. Пусть i — фиксированный индекс, 1 6 i 6 n, t ∈ K∗. Положим
L = 〈e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en〉 — k-линейное подпространство, порожденное базисными
элементами e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en. Если для любого j, 1 6 j 6 n, j 6= i, выполняется
включение tej ∈ L, то t ∈ k.

C Рассмотрим линейный функционал fi · t̂. Из условия tej ∈ L следует, что этот
функционал имеет ядро L, также как и функционал fi, поэтому они отличаются лишь
множителем из поля k: fi · t̂ = λfi. Откуда fi ·

(
t̂− λ

)
= 0, следовательно, t − λ = 0,

поэтому t = λ ∈ k. B

При переходе к GL(n, k) предложение 2 принимает следующий вид.

Предложение 2′. Если все элементы (кроме диагонального) какой-либо строки мат-
рицы C(t) равны нулю, то C(t) — скалярная матрица.

Аналогичное утверждение справедливо для столбцов матрицы C(t): если все элемен-
ты (кроме диагонального) какого-либо столбца матрицы C(t) равны нулю, то C(t) — ска-
лярная матрица. Действительно, пусть все элементы (кроме диагонального) i-го столбца
равны нулю. Тогда, так как элементы i-го столбца являются коэффициентами разложе-
ния элемента tei по базису e1, . . . , en, то tei = λei, откуда t = λ ∈ k. А если t ∈ k, то
C(t) = tE — скалярная матрица.

Предложение 3. Пусть трансвекция 1+tϕ содержится в промежуточной подгруппе
H : T 6 H 6 Autk(K). Тогда для всякого i, 1 6 i 6 n, найдется такой элемент a ∈ K,
что трансвекция 1 + afi содержится в H.

C Из предложения 1 следует, что найдется z ∈ K, для которого ϕ · ẑ = fi. Тогда
ẑ−1 · (1 + tϕ) · ẑ = 1 + a · fi, где a = z−1t. B
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В дальнейшем, через f мы будем обозначать функционал f1, f = f1. Таким образом,
можно считать, что если промежуточная подгруппа H содержит произвольную транс-
векцию, то H содержит и трансвекцию 1 + t · f .

Обозначим
A(H) = {a ∈ K : 1 + a · f ∈ H, f(a) = 0}

— модуль трансвекций. Заметим, что если a, b содержатся в A(H), то сумма a + b и
противоположный элемент (−a) также содержатся в A(H).

Предложение 4. Пусть трансвекция 1+t·f содержится в промежуточной подгруппе
H, T 6 H 6 Autk(K). Если для отображения s ∈ H выполняется равенство f · s = f , то
элемент t− s(t) ∈ A(H).

C Рассмотрим коммутатор [1+ t ·f, s] = (1+ t ·f)s(1− t ·f)s−1 = (s+ t ·f)(s−1− t ·f) =
1+ (t− s(t)) · f ∈ H. При этом f(t− s(t)) = f(t)− fs(t) = f(t)− f(t) = 0. Следовательно,
t− s(t) ∈ A(H). B

Предложение 5. Пусть t ∈ A(H), z ∈ K∗; тогда отображение s = (z−1 − f(z−1t)) ·
(1 + t · f) · z удовлетворяет условиям предложения 4, т. е. s ∈ H и f · s = f .

C Так как H > T , то для доказательства того, что s ∈ H, достаточно проверить, что
z−1 − f(z−1t) 6= 0. Действительно, в противном случае получаем, что z−1 = f(z−1t) ∈ k.
Тогда z−1 = z−1f(t) = z−1 · 0 = 0. Докажем, что f · s = f . Имеем

s = 1 + z−1t · f · z − f(z−1t)z − f(z−1t)t · f · z. (1)

Откуда (f(t) = 0)

f · s = f + f(z−1t) · f · z − f(z−1t) · f · z − f(z−1t)f(t) · f · z = f. B

Предложение 6. Пусть трансвекция 1 + t · f содержится в подгруппе H, T 6 H 6

Autk(K). Тогда A(H) содержит следующие элементы:

2
[
z−1f(zt)− zf(z−1t)

]
t, 2f(zt)f

(
z−1t

)
t, z ∈ K∗. (2)

C Из предложений 4 и 5 следует, что A(H) содержит элементы (см. (1))

s(t)− t = z−1tf(zt)− f
(
z−1t

)
zt− f

(
z−1t

)
tf(zt),

s(−t)− (−t) = z−1tf(zt)− f
(
z−1t

)
zt+ f

(
z−1t

)
tf(zt).

Складывая и вычитая два последних равенства, получим, что A(H) содержит искомые
элементы. B

Положим
b(z, t) = f(zt)z−1 − f

(
z−1t

)
z. (3)

Таким образом, мы получили, что если t ∈ A(H), то

2b(z, t) · t ∈ A(H) ∀ z ∈ K∗. (4)

Замечание 1. Если степень расширения (K : k) > 3, то найдется элемент a ∈ K,
который не содержится в квадратичном расширении поля k. Действительно, если x, y ∈
K и 〈x, k〉, 〈y, k〉 — квадратичные расширения поля k, причем y ∈ K\〈x, k〉, то элемент
a = x± y не содержится в квадратичном расширении поля k.
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Лемма 1. Пусть степень расширения n = (K : k) > 3. Рассмотрим преобразование
b : K → K,

b(z) = ψ(z)z−1 − ξψ
(
z−1
)
z,

где ψ — ненулевой линейный функционал, ξ ∈ k.
Тогда существует z ∈ K такое, что b(z) 6∈ k.
C Для произвольного элемента z ∈ K существует неприводимый многочлен ϕ(x) ∈

k[x] такой, что ϕ(z) = 0. Обозначим deg z = degϕ(x).
Пусть элемент z ∈ K такой, что deg z > 3 и ψ(z) 6= 0. Очевидно, что тогда b(z) 6∈ k.

Покажем, что такой элемент z существует. Действительно, если таких z не существует,
то должно выполняться следующее включение:

{z : deg z > 3} ⊆ {z : ψ(z) = 0}.

Множество {z : deg z > 3} = K\
(
{z : deg z = 1} ∪ {z : deg z = 2}

)
= K\(k ∪M), где

M = {z : deg z = 2}. Множество {z : ψ(z) = 0} есть ядро функционала ψ. Обозначим
его через V . Таким образом, получаем включение K \ (k ∪M) ⊆ V .

Воспользуемся следующим свойством для произвольных множеств A, B и C: A\B ⊆
C ⇔ A ⊆ (B ∪ C). Тогда получим, что K ⊆ (k ∪M) ∪ V или K = V ∪ (k ∪M).

Далее, обозначим M ′ = (k ∪ M) \ V ; тогда из последнего равенства следует, что
K = V ∪M ′. Покажем, что это невозможно. Рассмотрим два случая.

1. Пусть M ′ не содержит 3 линейно независимых вектора, тогда размерность ли-
нейной оболочки L(M ′) не превосходит 2. Из равенства K = V ∪ M ′ следует, что
K = V ∪ L(M ′). Но тогда мы получаем, что линейное пространство можно представить
в виде объединения двух собственных подпространств, а это не верно.

2. Пусть M ′ содержит 3 линейно независимых вектора. Обозначим их через u1, u2,
u3. Если один из u1, u2, u3 принадлежит полю k (например, u1), то тогда u2, u3 не
принадлежат полю k, следовательно, u2, u3 ∈ M , причем u2 6∈ 〈k, u3〉. Тогда, согласно
замечанию 1, u2 ± u3 6∈ (M ∪ k). Поэтому u2 ± u3 ∈ V , откуда следует, что u2, u3 ∈ V , а
это противоречит условию u1, u2, u3 ∈M ′ = (k ∪M) \ V .

Пусть все три элемента u1, u2, u3 не принадлежат полю k, следовательно, u1, u2, u3 ∈
M . Найдется такой us ∈ {u2, u3}, что us 6∈ 〈k, u1〉. Тогда, согласно замечанию 1, u1±us 6∈
(M ∪ k). Как было показано выше, это противоречит условию u1, u2, u3 ∈M ′ = (k∪M) \
V . B

Для доказательства следующего следствия надо воспользоваться леммой 1, положив
(см. (3)) ξ = 1, ψ = f · t.

Следствие 1. Для определенного выше элемента b(z, t) = f(zt)z−1 − f(z−1t)z суще-
ствует такой элемент z ∈ K, что b(z, t) 6∈ k.

§ 3. Подгруппа с одномерным преобразованием содержит трансвекцию

В этом параграфе мы покажем, что если промежуточная подгруппа H, T 6 H 6

Autk(K), содержит одномерное преобразование, то она содержит трансвекцию.
Пусть H содержит одномерное преобразование 1 + t · f, f(t) 6= −1, f(t) 6= 0.

Предложение 7. Пусть для отображения s ∈ H выполняются следующие свойства:
1. f · s = f ;
2. t 6= s(t).
Тогда H содержит трансвекцию.
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C Рассмотрим коммутатор [1 + t · f, s] = (1 + t · f)s
(
1− 1

1+f(t) t · f
)
s−1 = 1 +

(
t− s(t)

1+f(t) −
tf(t)
1+f(t)

)
· f . Данное отображение является трансвекцией. Действительно,

f
(
t− s(t)

1+f(t) −
tf(t)
1+f(t)

)
= f(t) − f(t)

1+f(t) −
f(t)f(t)
1+f(t) = 0. Заметим, что элемент t − s(t)

1+f(t) −
tf(t)
1+f(t) 6= 0, так как t 6= s(t). B

Предложение 8. Пусть промежуточная подгруппа H содержит одномерное преоб-
разование 1 + t · f , тогда H содержит трансвекцию.

C В силу предложения 7 достаточно указать пример отображения s, удовле-
творяющего условиям этого предложения. В качестве такого отображения возьмем

s =
(
z−1 − f(z−1t)

1+f(t)

)
(1 + t · f)z, z ∈ K∗. Проверим для s выполнение условий пред-

ложения 7. Равенство f · s = f проверяется непосредственно. Далее, s(t) − t =

t
[
z−1f(zt)− f(z−1t)

1+f(t) z −
f(z−1t)f(zt)
1+f(t)

]
. Положим ψ = f · t̂, ξ = 1

1+f(t) . Согласно лемме 1

найдется z ∈ K, для которого z−1ψ(z) − ξψ(z−1t)z 6∈ k. Для данного z выражение
z−1f(zt) − 1

1+f(t)f(z
−1t)z не принадлежит полю k, следовательно, выражение в квад-

ратных скобках
[
z−1f(zt)− f(z−1t)

1+f(t) z −
f(z−1t)f(zt)
1+f(t)

]
6∈ k, в частности, оно не равно нулю.

Поэтому s(t) 6= t. B

§ 4. Техника извлечения элементарных трансвекций

В этом параграфе мы строим технику извлечения элементарных трансвекций в про-
межуточных подгруппах H, T 6 H 6 G, содержащих одномерное преобразование. Со-
гласно § 3 можно считать, что промежуточная подгруппа H содержит общую трансвек-
цию. Далее, согласно предложению 3 в качестве трансвекции мы можем взять 1 + tf .

Предложение 9. Пусть t ∈ A(H), если для некоторого m, m > 2, f
(
t2e−1m

)
6= 0

(или, что то же самое, t2e−1m не содержится в k-подпространстве L = 〈e2, . . . , en〉). Тогда
H содержит трансвекцию 1+ξemf для некоторого ξ ∈ k∗, матрица которой в выбранном
базисе совпадает с tm1(ξ).

C Положим z = te−1m . Тогда, так как f(em) = 0, то из (3) следует, что A(H) содержит
элемент b(z, t)t = f(zt)z−1t − f(z−1t)zt = f(t2e−1m )em = ξem, ξ = f(t2e−1m ) 6= 0. Таким
образом, H содержит (коэффициент 2 мы опускаем) трансвекцию 1 + ξemf . B

Предложение 10. Пусть промежуточная подгруппаH содержит трансвекцию 1+tf,
f(t) = 0, m > 2. Если один из элементов

t2e−1m , b(z, t)t2e−1m , b2(z, t)t2e−1m

не содержится в k-подпространстве L = 〈e2, . . . , en〉, тоH содержит трансвекцию 1+ξemf,
ξ ∈ k∗.

C Из предложения 6 следует, что b(z, t)t содержится в A(H). Поэтому согласно пред-
ложению 9, если один из элементов t2e−1m , b2(z, t)t2e−1m не содержится в L, то H содержит
трансвекцию 1 + ξem · f .

Пусть теперь b(z, t)t2e−1m не содержится в L, а t2e−1m , b2(z, t)t2e−1m содержатся в
L. Рассмотрим элемент (t + b(z, t)t)2e−1m . Так как t и b(z, t)t ∈ A(H), то их сумма
t+b(z, t)t ∈ A(H). Далее, этот элемент не содержится в подпространстве L. Действитель-
но, в противном случае получим, что

(
t2 + 2b(z, t)t2 + b2(z, t)t2

)
e−1m ∈ L, а так как t2e−1m ,
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b2(z, t)t2e−1m ∈ L, то 2b(z, t)t2e−1m ∈ L, что противоречит предположению b(z, t)t2e−1m 6∈ L.
Следовательно, элемент (t + b(z, t)t)2e−1m не содержится в подпространстве L. Поэтому,
согласно предложению 9, H содержит трансвекцию 1 + ξem · f . B

§ 5. Доказательство теорем 1 и 2

Данный параграф посвящен доказательству теорем 1 и 2.
Доказательство теорем 1 и 2 мы будем вести в терминах группы Autk(K). Таким

образом, нам надо доказать наличие в промежуточной подгруппе H трансвекций 1 +
ξem · fi, 1 + ζes · fi для соответствующих m, s, i.

Далее, достаточно рассмотреть случай i = 1, т. е. рассмотреть трансвекции 1+ξem ·f,
1 + ζes · f , так как остальные случаи рассматриваются аналогично.

C Доказательство теоремы 1. Пусть H содержит одномерное преобразование.
Согласно § 3 и предложению 3 можно считать, что H содержит трансвекцию 1 + tf .
Покажем, что для некоторого m > 2 трансвекция 1 + ξem · f ∈ H.

Мы предполагаем, что для нашего базиса e1, e2, . . . , en элементы e−12 , . . . , e−1n ли-
нейно независимы над полем k. Согласно предложению 10 достаточно показать, что
для некоторого m > 2 либо t2e−1m , либо b(z, t)t2e−1m не содержится в k-подпространстве
L = 〈e2, . . . , en〉. Предположим, что это не так. Пусть t2e−1m , b(z, t)t2e−1m ∈ L для всех
m > 2, причем согласно лемме 1 можно считать, что элемент b(z, t) 6∈ k. Положим
L1 = 〈e−12 , . . . , e−1n 〉. Тогда t2L1 = L, b(z, t)t2L1 = L, откуда b(z, t)L = L. Из предложе-
ния 2 следует, что b(z, t) ∈ k. Это противоречит тому, что элемент b(z, t) не содержится
в поле k. B

Замечание. В доказательстве теоремы 1 мы пользуемся условием линейной неза-
висимости обратных элементов базиса поля K. Следующий пример Михаила Бондарко,
который сообщил нам профессор Востоков С. В., показывает существенность использо-
вания этого условия. Возьмем K = k(x), x — корень уравнения степени 3 над k. Тогда
(1, 1/x, 1/1+x) — базис (так как иначе x— корень квадратного уравнения), а (1, x, 1+x) —
не базис.

Пусть K = k(θ) — простое расширение степени n бесконечного поля k; пусть, далее,
ϕ(x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 — неприводимый многочлен над k степени n, для
которого ϕ(θ) = 0; e1 = 1, e2 = θ, e3 = θ2, . . . , en = θn−1 — базис K над k.

Предложение 11. Пусть m — целое число. Тогда существует элемент ξ ∈ k, ξ 6= 0,
для которого θm(ξ + θ)−1 = c0 + c1θ + · · · + cn−1θ

n−1, причем все коэффициенты ci ∈ k
не равны нулю.

C Разделим ϕ(x) на (x+ξ) : ϕ(x) = g(x)(x+ξ)+ϕ(−ξ), где g(x) = bn−1x
n−1+bn−2x

n−2+
· · · + b1x + b0. Тогда ϕ(θ) = g(θ)(θ + ξ) + ϕ(−ξ). Так как ϕ(x) — неприводимый над k
многочлен, то ϕ(−ξ) 6= 0. Поэтому (θ+ξ)−1 = −g(θ)ϕ−1(ξ). При этом для коэффициентов
bn−1, . . . , b0 многочлена g(x) выполняются следующие равенства:





bn−1 = 1,

bn−2 = an−1 − ξbn−1 = an−1 − ξ,
bn−3 = an−2 − ξbn−2 = an−2 − ξan−1 + ξ2,

. . .

b0 = a1 − ξb1 = a1 − ξa2 + ξ2a3 − · · ·+ (−1)n−1ξn−1.
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Под bi(x) обозначим соответствующий многочлен, т. е. bi(x) = ai+1−ai+2x+ai+3x2−
· · ·+ (−x)n−1−i, 0 6 i 6 n− 1. Заметим, что многочлены b0(x), b1(x), . . . , bn−1(x) линейно
независимы над полем k. Рассмотрим θm(ξ + θ)−1 :

θm(ξ + θ)−1 = −ϕ−1(−ξ) · θm
(
bn−1θ

n−1 + bn−2θ
n−2 + · · ·+ b1θ + b0

)
=

= −ϕ−1(−ξ) ·
(
c0 + c1θ + · · ·+ cn−1θ

n−1
)
.

Найдем коэффициенты cs. Для этого надо разложить элементы θm+n−1, θm+n−2, . . . ,
θm по базису 1, θ, θ2, . . . , θn−1:





θm+n−1 = a11 + a12θ + a13θ
2 + · · ·+ a1nθ

n−1,

θm+n−2 = a21 + a22θ + a23θ
2 + · · ·+ a2nθ

n−1,

. . .

θm = an1 + an2θ + an3θ
2 + · · ·+ annθ

n−1.

Коэффициенты aij образуют матрицу

A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 .

Ясно, что матрица A является невырожденной. Тогда




c0 = a11bn−1 + a21bn−2 + · · ·+ an1b0,

c1 = a12bn−1 + a22bn−2 + · · ·+ an2b0,

. . .

cn−1 = a1nbn−1 + a2nbn−2 + · · ·+ annb0.

Таким образом, cs является линейной комбинацией элементов b0, . . . , bn−1, причем
коэффициентами линейной комбинации являются элементы s+ 1 столбца матрицы A.

Под cs(x) обозначим многочлен cs(x) = a1,s+1bn−1(x)+a2,s+1bn−2(x)+· · ·+an,s+1b0(x).
Таким образом, надо показать, что существует такой ненулевой элемент ξ ∈ k, что
cs(ξ) 6= 0 для всех s. Заметим, что каждый многочлен cs(x) не равен тождественно
нулю. Действительно, допустим противное. Тогда из линейной независимости многочле-
нов b0(x), . . . , bn−1(x) следует, что все элементы s+1 столбца матрицы A равны нулю, а
это противоречит невырожденности матрицы A.

Каждый ненулевой многочлен имеет конечное число корней в поле k. Поэтому в силу
бесконечности поля k существует ξ ∈ k, ξ 6= 0, для которого c0(ξ) 6= 0, . . . , cn−1(ξ) 6= 0. B

Замечание 1. Пусть fi — фиксированный функционал (напомним, что fi опреде-
лялся через базис 1, θ, . . . , θn−1 следующим образом: fi(θi−1) = 1, fi(θ

k) = 0, k 6= i − 1,
0 6 k 6 n−1). Тогда из предложения следует, что существует такой элемент ξ ∈ k, ξ 6= 0,
что fi(θm(ξ + θ)−1) 6= 0, в частности, f(θm(ξ + θ)−1) 6= 0, где f = f1.

Замечание 2. Пусть t ∈ A(H). Положим t′ = λt, где λ — ненулевой элемент поля k.
Если b(z, t′)t′2e−1m 6∈ L = 〈e2, . . . , en〉, то H содержит трансвекцию вида 1+ξemf . Действи-
тельно, b(z, t′) = f(zt′)z−1 − f(z−1t′)z = λb(z, t). Далее, b(z, t′)t′2e−1m = λ3b(z, t)t2e−1m 6∈ L.
Отсюда b(z, t)t2e−1m 6∈ L. Следовательно, по предложению 10 H содержит трансвек-
цию 1 + ξemf . Поэтому при использовании предложения 10 мы можем брать не только
t ∈ A(H), но и произвольный элемент t′ = λt, где λ ∈ k, λ 6= 0, t ∈ A(H).
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C Доказательство теоремы 2. Для n = 2 теорема вытекает из [7], поэтому будем
предполагать, что n > 3. Теорему будем доказывать в терминах группы Autk(K). До-
статочно показать (см. теорему 1), что элементарные трансвекции всех позиций первого
столбца содержатся в подгруппе H. Напомним, что

A(H) = {a ∈ K : 1 + a · f ∈ H, f(a) = 0},

где f = f1. Таким образом, нам нужно показать, что для произвольного i, 1 6 i 6 n− 1,
справедливо включение

1 + ξθif ∈ H, (5)

где ξ ∈ k∗ или, что тоже самое, ξθi ∈ A(H). Согласно теореме 1 будем считать, что

1 + ξθsf ∈ H (6)

для некоторого s, 1 6 s 6 n− 1.
Мы предлагаем следующую схему доказательства: докажем справедливость вклю-

чения (5) для i = 1, а затем покажем, что из справедливости включения (6) следует
справедливость включения 1+ ξθs+1f ∈ H. Заметим, что в силу замечания 2 коэффици-
ентами из k∗ при θ мы можем пренебрегать. Итак, проведем указанную схему.

а) Докажем справедливость включения (5) для i = 1, т. е. покажем, что θ ∈ H. Если
в (6) s = 1, то доказывать нечего. Предположим, что 2 6 s 6 n− 1. Имеем t = θs ∈ A(H).
Положим z = (ξ + θ)θ−s, тогда zt = ξ + θ, f(zt) = ξ. Пусть γ = f(z−1t). Тогда

b(z, t) = f(zt)z−1 − f
(
z−1t

)
z = ξz−1 − γz = ξ(ξ + θ)−1θs − γ(ξ + θ)θ−s.

Далее,
b(z, t)t2θ−1 = ξ(ξ + θ)−1θ3s−1 − γ(ξ + θ)s−1.

Последнее слагаемое содержится в ker f, так как s > 2. Согласно предложению 11 вы-
берем ξ таким образом, что f((ξ + θ)−1θ3s−1) 6= 0. Тогда f(b(z, t)t2θ−1) 6= 0, а потому
согласно предложению 10 мы имеем θ ∈ A(H).

б) Покажем, что из справедливости включения (6) для 1 6 s 6 n− 2 следует спра-
ведливость включения 1 + ξθs+1f ∈ H. Положим t = θs и z = (ξ + θ)θ−s+1. Тогда
zt = θ(ξ + θ), а потому f(zt) = 0. Далее, z−1t = (ξ + θ)−1θ2s−1, поэтому, воспользо-
вавшись предложением 11, подберем ξ так, чтобы γ = f(z−1t) 6= 0. Тогда мы имеем
b(z, t) = f(zt)z−1 − f(z−1t)z = −γz = −γ(ξ + θ)θ−s+1. Следовательно,

b(z, t)t2θ−(1+s) = −γ(ξ + θ)θ−s+1θ2sθ−(s+1) = −γ(ξ + θ),

но −γ(ξ+θ) (как и (ξ+θ)) не содержатся в ker f , поэтому f(b(z, t)t2θ−(1+s) 6= 0, а потому
согласно предложению 10 мы имеем θs+1 ∈ A(H). B
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