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О ПОЛУГРУППЕ ОПЕРАТОРОВ СИЛЬЧЕНКО

А. Г. Чшиев

Исследуется класс полугрупп операторов с суммируемой особенностью в нуле и неплотным образом.
Применяется подход, основанный на использовании линейных отношений в качестве генераторов
полугруппы. Установлено существование базового генератора, получено представление резольвенты
базового генератора в явном виде.
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1. Введение

Всюду в работе через X обозначено комплексное банахово пространство, через
EndX — банахова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих в X. Че-
рез LR(X) обозначим множество линейных отношений [1–4] на пространстве X. Под
полугруппой операторов понимается сильно непрерывная операторнозначная функция

T : (0,∞) → EndX

со свойством
T (t+ s) = T (t)T (s) при всех t, s > 0.

Под ядром и образом полугруппы понимаются соответственно подпространства

KerT =
⋂

t>0

KerT (t) и ImT =
⋃

t>0

ImT (t),

где KerT (t) — ядро, а ImT (t) — образ оператора T (t). В классическом смысле [5] пони-
мается инфинитезимальный оператор A0 полугруппы операторов T :

A0 : D(A0) ⊂ X → X,

D(A0) =

{
x ∈ X : ∃ lim

t→0+

T (t)x− x

t

}
,

A0x = lim
t→0+

T (t)x− x

t
.

Если полугруппа операторов является вырожденной [1, 2, 4, 6–9], т. е. подпространство
KerT ненулевое, то оператор A0 имеет неплотную область определения, и, как правило,
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спектр σ(A0) оператора A0 заполняет всю комплексную плоскость. Кроме того, опе-
ратор A0 может быть незамыкаемым в классе операторов, а функция (преобразование
Лапласа полугруппы T )

λ 7→ −
∞∫

0

e−λτT (τ) dτ

не обязательно является резольвентой оператора A0. Более того, она может не быть
резольвентой никакого линейного оператора. В результате возникают сложности с ис-
пользованием спектральной теории инфинитезимального оператора для исследования
свойств полугруппы. В последнее время для исследования полугрупп операторов при-
меняется подход, основанный на использовании линейных отношений в качестве гене-

раторов полугруппы (см. [1, 2, 4, 6, 7, 9]). Данный подход является эффективным
с точки зрения применения спектральной теории генератора полугруппы для исследова-
ния свойств полугруппы. В частности, в статье [2] вводится определение и приводятся
примеры генераторов полугруппы операторов, изучаются их общие свойства.

Согласно статье [2], введем в рассмотрение следующее подпространства:

Xc(T ) =
{
x ∈ X : lim

t→0+
T (t)x = x

}
,

X1(T ) =

{
x ∈ X :

1∫

0

‖T (t)x‖ dt <∞
}
,

X̃1(T ) =

{
x ∈ X1(T ) : lim

η→ 0+

1

η

η∫

0

T (t)x dt = x

}
,

и дадим ряд определений.

Определение 1. Строгим инфинитезимальным оператором или инфинитези-

мальным оператором в смысле Феллера полугруппы T называется линейный оператор

A0 : D(A0) ⊂ X → X,

D(A0) = {x ∈ D(A0) : A0x ∈ Xc(T )},
A0x = A0x.

Таким образом, имеет место включение A0 ⊂ A0.

Определение 2. Старшим генератором полугруппы T называется отношение A ∈
LR(X), состоящее из пар (x, y) ∈ X ×X со свойствами:

1) x ∈ ImT ;
2) верны равенства:

T (t)x− T (s)x =

t∫

s

T (τ)y dτ, 0 < s 6 t <∞.

Определение 3. Генератором полугруппы T называется отношение A из LR(X),
удовлетворяющее условиям:

1) A0 ⊂ A ⊂ A;
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2) A перестановочно с операторами T (t), t > 0, т. е. (T (t)x, T (t)y) ∈ A для всех
(x, y) ∈ A и всех t > 0.

Определение 4. Генератор A полугруппы T называется базовым, если резольвент-
ное множество ρ(A ) генератора A содержит полуплоскость

Cw = {λ ∈ C : Re λ > w}

для некоторого w ∈ R.

Множество генераторов полугруппы T обозначено через Gen(T ).

Важность базового генератора обусловлена возможностью использования его резоль-
венты при исследовании свойств полугруппы. Отметим также, что при таком определе-
нии генератора полугруппы отсутствуют какие-либо априорные предположения относи-
тельно характера поведения полугруппы в окрестности нуля.

В работе используется генератор Ac ∈ Gen(T ), который определяется (см. [2]) как
сужение старшего генератора A на подпространство Xc(T ) ×Xc(T ).

Отметим [2], что генератор A ∈ Gen(T ) является оператором тогда и только тогда,
когда полугруппа T невырожденная.

2. Определение и свойства полугруппы
операторов Сильченко класса A(ϕ)

Полугруппы операторов с неплотным образом и суммируемой особенностью в нуле
систематически исследовались воронежским математиком Ю. Т. Сильченко. Поэтому
данный класс полугрупп называется в настоящей работе его именем. Дадим точное
определение.

Определение 5. Пусть D — неплотное подпространство из X. Полугруппой опера-

торов Сильченко класса A(ϕ) называется операторнозначная функция

T : (0,∞) → EndX

со следующими свойствами:
1) T (t+ s) = T (t)T (s) для всех t, s > 0;

2) ImT (t) ⊂ D для каждого t > 0;

3) limt→0+ T (t)x = x для каждого x ∈ D ;

4) ‖T (t)‖ 6 ϕ(t) для каждого t > 0, где ϕ — некоторая суммируемая на [0, 1] функция.

Всюду далее через T обозначена полугруппа операторов Сильченко класса A(ϕ). Из
определения следует, что ImT ⊂ D , причем образ полугруппы ImT плотен в D . Кроме
того, полугруппа T сильно непрерывна при t > 0 [8]. Поэтому величина ‖T (t)‖ рав-
номерно по t ограничена на каждом компактном отрезке [α, β], 0 < α 6 β < ∞ [5,
лемма 10.2.1]. Таким образом, функцию ϕ можно считать непрерывной на (0,∞).

Далее полугруппа T исследуется с применением подхода [2], основанного на исполь-
зовании линейных отношений в качестве генераторов полугруппы операторов. Согласно
классификации из монографии [5 с. 524], полугруппа T относится к классу (E). Поэтому
полугруппа T обладает базовым генератором [2]. Так как X1(T ) = X, то из [9] следует

Теорема 1. Для того чтобы инфинитезимальный оператор A0 был замкнут, необхо-

димо и достаточно, чтобы

ImA0 ⊂ X̃1(T ).
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Свойства подпространства D непосредственно влияют на свойства полугруппы T.
В частности, верна

Теорема 2. Пусть D — замкнутое подпространство в X. Тогда инфинитезимальный

оператор A0 замкнут.

Также из [9] следует

Теорема 3. Для того чтобы инфинитезимальный оператор A0 был не замыкаем в

классе операторов, необходимо и достаточно, чтобы

ImA0 ∩ KerT 6= {0}.

Так как подпространство D не плотно в X, то верна

Теорема 4. Спектр σ(A0) инфинитезимального оператора A0 заполняет всю ком-

плексную плоскость.

C Так как D 6= X, то Im(A0 − λI)⊂ ImT 6= X для любого λ ∈ C. Поэтому σ(A0)=C. B

Для каждого x ∈ X определим функцию

ψx : [0,∞) → [0,∞), ψx(u) = sup
τ∈(0,1]

1

τ

∥∥∥∥

τ∫

0

T (s+ u)x ds

∥∥∥∥.

Лемма 1. Для каждого x ∈ X функция ψx суммируема на [0, 1].

C Для каждого x ∈ X и τ > 0 функция

ξτ : [0,∞) → X, ξτ (u) 7→
1

τ

τ+u∫

u

T (s)x ds

абсолютно непрерывна. Функция

ητ : [0,∞) → [0,∞), ητ (u) = ‖ξτ (u)‖

непрерывна. Для каждого n ∈ N положим

ψx,n(u) = sup
τ∈[1/n,1]

ητ (u) = ητn(u),

где τn существуют и принадлежат [1/n, 1]. Тогда функции ητn измеримы для каждого
n ∈ N и

ψx(u) = lim
n→∞

ψx,n(u),

для каждого u. Следовательно, функция ψx измерима.
Из непрерывности на (0, 1] и суммируемости на [0, 1] функции ϕ следует, что

1∫

0

(
lim
τ→0+

1

τ

u+τ∫

u

ϕ(s) ds

)
du =

1∫

0

ϕ(u) du <∞.

Следовательно,
1∫

0

ψx(u) du <∞. �
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Из суммируемости функции ψx для каждого x ∈ X и [2, теорема 4] следует

Теорема 5. Пусть A — базовый генератор полугруппы T. Тогда

lim
η→0+

1

η

η∫

0

T (τ)R(λ,A )x dτ = −
∞∫

0

e−λτT (τ)x dτ

для любого x ∈ X. В частности,

R(λ,A )x = −
∞∫

0

e−λτT (τ)x dτ, (∗)

если R(λ,A )x ∈ X̃(T ).

Следствие 1. Пусть A — базовый генератор полугруппы T и D(A ) ⊂ X̃(T ). Тогда

для любого x ∈ X

R(λ,A )x = −
∞∫

0

e−λτT (τ)x dτ.

Так как X1(T ) = X, то из [2, теорема 7] следует

Теорема 6. Генератор Ac полугруппы T является базовым, Cw(T ) ⊂ ρ(Ac) и резоль-

вента R(λ,Ac) генератора Ac имеет представление

R(λ,Ac)x = −
∞∫

0

e−λtT (t)x dt, x ∈ X, λ ∈ Cw(T ).

Следствие 2. Пусть A — базовый генератор полугруппы T и D(A ) ⊂ X̃(T ). Тогда

A = Ac.
Отметим, что если дополнительно потребовать выполнения условия

∞∫

0

ϕ(t) dt <∞,

то iR ∪ C0 ⊂ ρ(Ac) и представление (∗) резольвенты имеет место для любых λ ∈ iR ∪ C0

и x ∈ X.
В следующей теореме приводится достаточное условие для того, чтобы генераторы Ac

и A совпадали.

Теорема 7. Пусть функция ϕ ограничена на [0, 1]. Тогда Ac = A.

C Положим T (0) = I. Тогда

sup
t∈[0,1]

‖T (t)‖ 6 sup
t∈[0,1]

ϕ(t) 6 M <∞.

Из принципа равномерной ограниченности заключаем, что Xc(T ) = Xc(T ), поэтому
Xc(T ) = ImT . Согласно определениям генераторов, получаем A = Ac. B

Ясно, что в случае ограниченности функции ϕ старший генератор также является
базовым и для любого x ∈ X имеет место представление (∗).
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В следующем примере посчитаны генераторы A0, A0, Ac, A. Показано, что A0 6= A0,
Ac 6= A.

Пример. Пусть X — пространство сдвоенных числовых последовательностей v =
{(xn, yn), n ∈ N}, для которых конечна норма

‖v‖X =
∞∑

n=1

(
nβ|xn| + |yn|

)
, β ∈ (0, 1).

Введем в X следующие подпространства:

Y =
{
v ∈ X : x1 = y1 = 0

}
,

D =

{
v ∈ Y : ‖v‖D =

∞∑

n=2

nα
(
nβ|xn| + |yn|

)
<∞, α > β

}
.

Отметим, что Y = Y 6= X . Полугруппу определим формулой

T : (0,∞) → EndX ,

T (t)v =
{
(an(t), bn(t))e

(−n+in1+β) t, n ∈ N
}
, x ∈ X ,

где a1(t) = b1(t) = 0, и

an(t) = xn cosnt− yn sinnt, t > 0, n > 2,

bn(t) = xn sinnt+ yn cosnt, t > 0, n > 2.

Для случая β = 1/2 данный пример рассмотрен в [8]. Функция T есть полугруппа
операторов Сильченко класса A(ϕ) с функцией

ϕ : (0,∞) → (0,∞), ϕ(t) = 2ββe−βt−β.

Кроме того, имеют место следующие включения:

D(A0) ⊂ D при α < 1 + β,

D(A0) ⊃ D при α > 1 + β,

D(A0) = D при α = 1 + β.

При этом D = D(A0) = Y .
Пусть v = {(xn, yn), n ∈ N)} ∈ D(A0). Тогда по определению

A0v = T ′(0)v = {(cn, dn), n ∈ N},

где c1 = d1 = 0, и
cn = (in1+β − n)xn − nyn, n > 2,

dn = nxn + (in1+β − n)yn, n > 2.

Область определения D(A0) инфинитезимального оператора A0 имеет вид

D(A0) =

{
v ∈ Y :

∞∑

n=2

(
nβ
∣∣(in1+β − n

)
xn − nyn

∣∣+
∣∣nxn +

(
in1+β − n

)
yn
∣∣
)
<∞

}

=

{
v ∈ Y :

∞∑

n=2

n1+β
(
nβ|xn| + |yn|

)
<∞

}
.
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Подпространство Xc(T ) имеет вид

Xc(T ) =

{
v ∈ Y :

∞∑

n=2

nβ(|xn| + |yn|) <∞
}
.

Следовательно,

D(A0) =

{
v ∈ Y :

∞∑

n=2

n1+2β
(
|xn| + |yn|

)
<∞

}
.

Таким образом, A0 6= A0.

Прежде чем считать старший генератор A полугруппы операторов T, отметим, что

ImT =

{
v ∈ Y :

∞∑

n=2

(
|xn| + |yn|

)
e−γn <∞, γ > 0

}

и ImT = Y .

Следуя определению, старший генератор A ∈ Gen(T ) состоит из пар (v, u) ∈ X ×X

со свойствами:
1) v ∈ ImT = Y ;

2) верны равенства

T (t)v − T (s)v =

t∫

s

T (τ)u dτ, 0 < s 6 t <∞.

Полагая v = {(xn, yn), n ∈ N} и вычисляя выражения справа и слева, находим, что
последовательность u имеет вид:

u =
{
(gn, hn), n ∈ N

}
,

где g1 = h1 = 0, и
gn = (−n+ in1+β)xn − nyn, n > 2,

hn = nxn + (−n+ in1+β)yn, n > 2.

В частности, любая пара (0, u), где u ∈ KerT , принадлежит A.
Согласно определению, D(Ac) = Xc(T ) ∩D(A). Так как Xc(T ) ⊂ Y = ImT , то

D(Ac) =

{
v ∈ Y :

∞∑

n=2

nβ
(
|xn| + |yn|

)
<∞

}
.

Следовательно, генератор Ac ∈ Gen(T ) состоит из пар (v, u) ∈ X × X со свойствами:
1) последовательность v = {(xn, yn), n ∈ N} удовлетворяет условиям:

x1 = y1 = 0 и
∞∑

n=2

nβ
(
|xn| + |yn|

)
<∞;

2) последовательность u имеет вид:

u =
{
(gn, hn), n ∈ N

}
,
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где g1 = h1 = 0 и
gn =

(
− n+ in1+β

)
xn − nyn, n > 2,

hn = nxn +
(
− n+ in1+β

)
yn, n > 2.

Таким образом, Ac 6= A.
Отметим, что «многозначность» генераторов Ac и A (в случае вырожденной полу-

группы T ) привносится за счет ядра полугруппы KerT.
Резольвента генератора Ac имеет вид:

R(λ,Ac)v =
{
(wn, zn), n ∈ N

}
,

где w1 = z1 = 0 и

wn =
1

2

(
xn −

1

i
yn

)
1

γn − λ+ in
+

1

2

(
xn +

1

i
yn

)
1

γn − λ− in
,

zn =
1

2

(
1

i
xn + yn

)
1

γn − λ+ in
+

1

2

(
− 1

i
xn + yn

)
1

γn − λ− in
,

где γn = −n+ in1+β, n > 2. Имеют место оценки

|wn| 6
|xn| + |yn|
|Re λ+ n| , |zn| 6

|xn| + |yn|
|Re λ+ n| , n > 2.

Отсюда получаем оценку резольвенты

‖R(λ,Ac)v‖Xc(T ) =

∞∑

n=2

nβ
(
|wn| + |zn|

)
6 4

∞∑

n=2

|Reλ+ n|
|Reλ+ n|

(
|xn| + |yn|

)
6 4‖v‖X .

Следовательно,

σ(Ac) = σp(Ac) =
{
λ ∈ C : λ = λn = −n+ in1+β ± in, n > 2

}

и
sup

λ∈ρ(Ac)
‖R(λ,Ac)‖ 6 4.
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ABOUT SILCHENKO OPERATORS SEMIGROUP

Chshiev A. G.

We consider a class of operator semigroups with integrable singularity at the origin and nondense image.
Our approach is based on using the linear relations as the generators of semigroup. The existence of a base
generator is proved and a representation of the resolvent of the base generator is also obtained.

Key words: semigroup of operators, generator of the semigroup, linear relation.


