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КОНСТРУКТИВНЫЕ ОПИСАНИЯ
n-ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСВЯЗНЫХ ГРАФОВ

Р. Э. Шангин

Вводится класс n-последовательносвязных графов, рассматриваются области их применения. При-
водятся основные характеристики и свойства графов рассматриваемого класса. Определяются от-
ношения класса n-последовательносвязных графов к классам совершенных, триангулированных,
полных и расщепляемых графов.

Ключевые слова: n-последовательносвязный граф, древовидная ширина, триангулированный
граф, динамическое программирование, задача Вебера, квадратичная задача о назначениях.

Введение

Данная статья посвящена конструктивным описаниям n-последовательносвязных
графов. В статье даются конструктивные определения n-последовательносвязного гра-
фа, а также некоторых его частных случаев: n-последовательносвязной цепи, n-последо-
вательносвязного цикла и n-последовательносвязного дерева. Приводятся основные ха-
рактеристики рассматриваемых частных случаев n-последовательносвязного графа, та-
кие как число ребер, размер максимальной клики, хроматическое и цикломатическое
число и др. Приводится ряд теорем и следствий, справедливых для графов рассматри-
ваемого класса.

Практическая значимость n-последовательносвязных графов обусловлена рядом при-
чин. Во-первых: структура многих производственно-технологических процессов в топ-
ливно-энергетическом, металлургическом, машиностроительном и других комплексах
представляет собой n-последовательносвязный граф. Например, в работе [4] предложен
точный квазиполиномиальный алгоритм для решения задачи Вебера для неориентиро-
ванной n-последовательносвязной цепи и конечного дискретного множества мест разме-
щения. Также в работе [5] предложен последовательный детерминированный алгоритм,
находящий точное решение задачи Вебера для n-последовательносвязного цикла и ко-
нечного множества мест размещения. Во-вторых: структура n-сложной цепи Маркова
представляет собой n-последовательносвязную цепь, вследствие чего возможно исполь-
зование n-последовательносвязных цепей в построении эффективных алгоритмов для
решения задач выбора оптимального поведения в системах, описываемых управляемыми
марковскими процессами, когда цепь Маркова является n-сложной. В-третьих — древо-
видная ширина [1] некоторых частных случаев n-последовательносвязного графа равна
n+1, вследствие чего представляется перспективным использование некоторых частных
случаев n-последовательносвязного графа в построении эффективных приближенных
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квазиполиномиальных алгоритмов, использующих идею динамического программиро-
вания, для решения ряда NP -трудных задач, в частности задачи Вебера в дискретной
постановке [2, 6, 9] и квадратичной задачи о назначениях [3].

Некоторые результаты, представленные в настоящей работе, были анонсированы в
тезисах XIII Всероссийского симпозиума по прикладной и промышленной математике
[5].

1. Определение и свойства n-последовательносвязной цепи

С целью сохранения целостности изложения вначале определим класс n-последова-
тельносвязных цепей. Пусть G = (J,E) — неориентированный граф без петель и крат-
ных ребер с множеством вершин J и множеством ребер E. Пусть N(j) — множество
вершин графа G = (J,E), смежных с вершиной j. Пусть ϕ(G) — плотность графа G.
Далее будем предполагать, что на множестве вершин J введена нумерация и каждая
вершина отождествлена с присвоенным ей номером.

Определение 1. Связный граф G = (J,E) называется n-последовательносвязной

цепью (n-sequentially connected chain), если на множестве его вершин можно задать та-
кую нумерацию, что для любой вершины графа G с номером j, имеет место равенство

N(j) =
{
(j − n), . . . , (j − 1), (j + 1), . . . , (j + n)

}
∩
{

1, 2, 3, . . . , |J |
}

: n = ϕ(G) − 1.

На рис. 1 для различных n представлены n-последовательносвязные цепи, т. е. 1-
последовательносвязная цепь представляет собой простую цепь, так как для любых j
верно неравенство |N(j)| 6 2. Заметим, что каждая вершина такой цепи связана не более
чем с одной предшествующей вершиной, где под предшествующей вершиной понимается
вершина с меньшим номером. В 2-, 3-последовательносвязной цепи каждая вершина
связана не более чем с двумя (тремя) предшествующими вершинами соответственно.
Имеет место следующее конструктивное определение n-последовательносвязной цепи.

Рис. 1. Неориентированные n-последовательносвязные цепи: a) 1-последовательносвязная цепь;
b) 2-последовательносвязная цепь; c) 3-последовательносвязная цепь.

Определение 2. Связный неориентированный граф G называется n-последова-

тельносвязной цепью, если его построение возможно осуществить рекурсивно по прави-
лам: полный граф из n + 1 вершин есть n-последовательносвязная цепь G; n-последо-
вательносвязная цепь с i+1 вершинами получается из n-последовательносвязной цепи G
с i вершинами путем добавления в нее новой вершины с номером i+ 1 и n ребер таким
образом, чтобы новая вершина стала смежной со всеми вершинами, номера которых
принадлежат множеству {(i + 1) − n, (i+ 2) − n, . . . , i}.

Приведем характеристики n-последовательносвязной цепиG = (J,E), непосредствен-
но следующие из определений 1–2.

1. Число ребер графа G равно:

|E| = (|J | − n) · n+
n∑

i=1

(n− i) = (|J | − n) · n+
n2 − n

2
= n ·

(
|J | −

(
n+ 1

2

))
.
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2. Размер максимальной клики графа G равен n + 1, причем, если граф G отличен
от полного, то в нем существует |J | − n таких максимальных клик.

3. Если граф G отличен от полного, то он имеет 2 симплициальные вершины, в про-
тивном случае число симплициальных вершин равно n+ 1.

4. Число вершинной связности графа G равно n, т. е. любая n-последовательно-связ-
ная цепь является n-связным графом.

5. Хроматическое число графа G равно n+ 1.
6. Цикломатическое число λ(G) графа G равно:

λ(G) = n ·
(
|J | −

(
n+ 1

2

))
− |J | + 1 =

(
|J | − n

2
− 1
)
· (n− 1).

Рассмотрим некоторые свойства n-последовательносвязной цепи G = (J,E).

Теорема 1. В n-последовательносвязной цепи G = (J,E) ни один из порожденных

подграфов не является простым циклом длины l > 4.

C В пронумерованной n-последовательносвязной цепи G = (J,E) рассмотрим две це-
пи L1 = (JL1, EL1) и L2 = (JL2, EL2), номера вершин которых принадлежат множествам
NL1 и NL2 соответственно, причем

NL1 =

{
j, j + k1, j + k1 + k2, . . . , j +

m∑

i=1

ki

}
,

где j ∈ {1, 2, . . . , |JL1|} и для любых i = 1, 2, . . . ,m целые числа ki ∈ {1, 2, . . . , n}, при
том, что j +

∑m
i=1 ki 6 |JL1|;

NL2 =

{
j′′, j′′ − h1, j

′′ − h1 − h2, . . . , j
′′ −

w∑

t=1

ht, j

}
,

где j′′ = j +
∑m

i=1 ki и для любых t = 1, 2, . . . , w целые числа ht ∈ {1, 2, . . . , n}, при том,
что j′′ −∑w

t=1 ht > j. Пусть L = L1 ∪ L2 — простой цикл длины m+ w + 1 > 4.
Пусть некоторая вершина цепи L2 с номером j ′′ −∑$

t=1 ht, где $ ∈ {1, 2, . . . , w},
находится «между» вершинами цепи L1 с номерами j +

∑ρ
i=1 ki и j +

∑ρ+1
i=1 ki, где ρ ∈

{1, 2, . . . ,m} и kρ+1 > 2. Очевидно, что

j +

ρ∑

i=1

ki < j′′ −
$∑

t=1

ht < j +

ρ+1∑

i=1

ki.

Для такой вершины цепи L2 с номером j ′′ −∑$
t=1 ht найдется хотя бы одно ребро

(хорда) (j +
∑ρ

i=1 ki, j
′′ −∑$

t=1 ht) ∈ E либо (j ′′ −∑$
t=1 ht, j +

∑ρ+1
i=1 ki) ∈ E, которое не

принадлежит множествам ребер цепей L1 и L2, так как цикл L = L1∪L2 по определению
простой и

(∀ j ∈ {1, 2, . . . , |J |}) N(j) ⊆
{

(j − n), . . . , (j − 1), (j + 1), . . . , (j + n)
}
,

и для любых i ∈ {1, 2, . . . ,m} и t ∈ {1, 2, . . . , w} справедливо неравенство 1 6 ki, ht 6 n.
Исходя из этого, в графе G ни один из порожденных подграфов не является простым
циклом длины l > 4. B

Использованные в доказательстве теоремы 1 простые цепи L1 и L2, а так же хорды,
соединяющие несмежные вершины простого цикла L в 3-последовательносвязной цепи,
представлены на рис. 2.
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Рис. 2. Простые цепи L1 и L2 в 3-последовательносвязной цепи.

Исходя из теоремы 1, n-последовательносвязная цепь при любых значениях парамет-
ра n является триангулированным (хордальным) графом и представляет собой частный
случай k-дерева. Понятия хордального графа и k-дерева приведены, например, в ра-
ботах [7–8] и [1] соответственно. Несмотря на справедливость теоремы 1, имеют место
следующие свойства n-последовательносвязной цепи.

Теорема 2. В n-последовательносвязной цепи G = (J,E) при n > 2 с количеством

вершин |J | > 2n+1 существует порожденный подграф, являющийся циклом длины l > 4.

C Для доказательства теоремы 2 необходимо и достаточно найти в графе G такой
цикл L длины l > 4, для которого в графе G не существует ребра, соединяющего две
несмежные вершины цикла L.

Пусть L = (JL, EL) : |EL| > 4 — цикл в графе G, номера вершин которого принадле-
жат множеству NL, причем

NL =
{
j, j+n, j+2n, . . . , j+kn, j+kn−1, j+(k−1)n, j+(k−1)n−1, j+(k−2)n, . . . , j

}
,

при условии, что целое число k = 2, 3, . . ., при том, что j + kn 6 |JL|.
Очевидно, что для любой вершины l ∈ JL не существует таких ребер (l,m) ∈ E : m ∈

JL, которые бы не принадлежали множеству ребер EL цикла L, так как известно, что
для любых j ∈ {1, 2, . . . , |J |} множество N(j) ⊆ {(j−n), . . . , (j−1), (j+1), . . . , (j+n)}. B

Использованный в доказательстве теоремы 2 цикл L в n-последовательносвязной це-
пи при n = 3, 4 представлен на рис. 3.

Рис. 3. Цикл L: a) в 3-последовательносвязной цепи; b) в 4-последовательносвязной цепи.

Теорема 3. В любой n-последовательносвязной цепи G = (J,E) при n > 4 существу-

ет порожденный подграф, являющийся циклом длины l > 4.

C Положим, что A = (JA, EA) — подграф n-последовательносвязной цепи G = (J,E)
при n > 4, индуцированный кликой размера k + 1, где 4 6 k 6 n : k(mod 2) ≡ 2.

Так как степени всех вершин такой клики JA четны, то подграф A является эйлеро-
вым графом, а значит найдется такой цикл L, который включает в себя все вершины и
ребра порожденного графа A ∈ G, т. е. L = A.

Исходя из этого, в графе G всегда существует порожденный подграф L, являющийся
циклом длины l > 4. B

Несмотря на справедливость теорем 2 и 3, имеет место следующая теорема.

Теорема 4. В n-последовательносвязной цепи G = (J,E) при n = 2 ни один из по-

рожденных подграфов не является циклом длины l > 4.

C Пусть L = (JL, EL) : |EL| > 4 — цикл в графе G, где JL = {j, i1, i2, . . . , it, j} : j ∈ J.
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Рассмотрим два случая цикла L: первый случай — вершина i1 есть вершина с номе-
ром j + 1, второй случай — вершина i1 есть вершина с номером j + 2.

Рассмотрим первый вариант первого случая цикла L, когда

JL =
{
j, j + 1, i2, . . . , ir, j

′, j + 1, j − 1, ir+4, . . . , it, j
}

: j′ ∈ {j + 2, j + 3}.

В данном варианте при любых j ′ ∈ {j+2, j+3} в графе G имеется ребро (j, j+2) ∈ E,
соединяющее две несмежные вершины цикла L (рис. 4, a–b), так как вершина с номером
j + 2 при любых j содержится в цикле L и цикл заканчивается в вершине с номером j.
В дальнейшем такое ребро будем называть хордой.

Во втором варианте первого случая цикла L вершина it = j + 2. Здесь, в свою
очередь, возможны два случая: первый, когда i2 = j + 3 — с хордой (j + 1, j + 2) ∈ E,
так как для любых it−1 ∈ {j + 3, j + 4} ребро (j + 1, j + 2) ∈ E не принадлежит циклу L
(рис. 4, c), второй, когда i2 = j + 2 и i3 ∈ {j + 3, j + 4} — с хордой (j + 1, j + 3) ∈ E, так
как при i3 = j + 3 вершина it−1 = j + 4, а при i3 = j + 4 вершина it−1 = j + 3 и во всех
случаях ребро (j + 1, j + 3) ∈ E не принадлежит циклу L (рис. 4, d–e).

Рис. 4. Первый вариант построения цикла L в 2-последовательносвязной цепи.

Рассмотрим первый вариант второго случая цикла L, когда

JL =
{
j, j + 2, i2, . . . , ir, j + 3, j + 1, j ′, ir+4, . . . , it, j

}
: j′ ∈ {j, j − 1}.

В данном варианте при j ′ = j − 1 в графе G содержатся две хорды (j, j + 1) ∈ E и
(j + 1, j + 2) ∈ E (рис. 5, a), а при j ′ = j — хорда (j + 1, j + 2) ∈ E (рис. 5, b).

Во втором варианте второго случая цикла L, когда

JL =
{
j, j + 2, i2, . . . , ir, j + 2, j + 1, j ′, ir+4, . . . , it, j

}
: j′ ∈ {j, j − 1},

при j′ = j − 1 в графе G содержится хорда (j, j + 1) ∈ E (рис. 5, c), а при j ′ = j, когда
i2 ∈ {j + 3, j + 4} — хорда (j + 1, j + 3) ∈ E (рис. 5, d–e).

Рис. 5. Второй вариант построения цикла L в 2-последовательносвязной цепи.
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Так как цикл L во всех возможных случаях содержит хорду, то в n-последователь-
носвязной цепи G = (J,E) при n = 2 ни один из порожденных подграфов не является
циклом длины l > 4. B

Так как согласно теореме 1 любая n-последовательносвязная цепь является триангу-
лированным графом, свойства n-последовательносвязной цепи повторяют свойства хор-
дального графа. В частности, справедливы:

Свойство 1. Любая n-последовательносвязная цепь является совершенным графом.
Свойство 2. Любое разделяющее множество вершин n-последовательносвязной це-

пи, минимальное относительно включения, есть клика.
Свойство 3. Если n-последовательносвязная цепь отлична от полного графа, то

в ней имеется две симплициальные вершины.
Свойство 4. Каждая часть n-последовательносвязной цепи относительно разделя-

ющего множества вершин, являющегося кликой — совершенный граф.
Свойство 5. Любая n-последовательносвязная цепь является графом клик, причем

древовидная ширина n-последовательносвязной цепи равна n+ 1.

2. Конструктивное определение n-последовательносвязного графа

Определим операцию кликовой склейки вершин графа. Пусть M — граф, компо-
нентами связности которого являются n-последовательносвязные цепи, причем число
компонент связности равно l. Пусть K(n) = {Ai} — подмножество множества всех клик
графа M , имеющих размер n. Пусть Ψ = {Ψq : 1 6 q < |K(n)|} — семейство непе-
ресекающихся подмножеств множества K(n), представляющее собой разбиение множе-
ства K(n).

Каждой вершине с номером j, принадлежащей клике Ai ∈ K(n), присвоим индекс
k = 1, 2, . . . , n такой, что

(∀ j = 1, 2, 3, . . .) k = j − j∗Ai
+ 1 : j∗Ai

= min
j∈Ai

{j}.

Построим связный граф M ∗ путем отождествления вершин клик Ai ∈ K(n) с равны-
ми индексами, принадлежащих одному элементу Ψq семейства Ψ. Будем говорить, что
построенный граф M ∗ получается путем кликовой склейки вершин графа M по множе-
ству клик K(n).

Определение 3. Связный граф M ∗, полученный из графа M , представляюще-
го собой конечное множество непересекающихся n-последовательносвязных цепей, пу-
тем кликовой склейки вершин графа M по множеству клик K(n) ∈ M , называется
n-последовательносвязным графом (n-sequentially connected graph).

На рис. 6 представлены примеры построения n-последовательносвязных графов.

Рис. 6. Примеры построения n-последовательносвязных графов.
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Под литерой a изображен вариант построения 2-последовательносвязного графа, пу-
тем кликовой склейки вершин несвязного графа, представляющего собой 5 непересекаю-
щихся 2-последовательносвязных цепей. Под литерой b представлен пример построения
2-последовательносвязного графа, с помощью операции кликовой склейки вершин един-
ственной 2-последовательносвязной цепи.

3. Определение и свойства n-последовательносвязного цикла

Дадим конструктивное определение n-последовательносвязного цикла.

Определение 4. Связный граф G = (J,E), где |J | > n + 1, построенный путем
кликовой склейки вершин единственной n-последовательносвязной цепи по множеству
клик K(n) = {A1, A2}, где A1 — клика, номера вершин которой принадлежат множе-
ству {1, 2, . . . , n}, а A2 — клика с номерами вершин из множества {|J | − n+ 1, . . . , |J |},
называется n-последовательносвязным циклом (n-sequentially connected cycle).

Для полноты понимания специфики свойств n-последовательносвязного цикла, при-
ведем следующее его определение.

Определение 5. Связный граф G = (J,E) называется n-последовательносвязным

циклом, если на множестве его вершин можно задать такую нумерацию, что для любой
вершины графа G с номером j справедливо равенство

N(j) =
{
(j − n) mod |J |, . . . , (j − 1) mod |J |, (j + 1) mod |J |, . . . , (j + n) mod |J |

}
:

n = ϕ(G) − 1.

На рис. 7 для различных n представлены n-последовательносвязные циклы, а так же
примеры их построения.

Рис. 7. Неориентированные n-последовательносвязные циклы:
a) 1-последовательносвязный цикл; b) 2-последовательносвязный цикл.

Таким образом, 1-последовательносвязный цикл представляет собой обыкновенный
циклический граф, так как для любых j справедливо равенство |N(j)| = 2, при том,
что каждая вершина j такого графа связана ровно с одной предшествующей вершиной,
имеющей номер (j − 1) mod |J |. В 2-последовательносвязной цепи каждая вершина j
связана ровно с двумя предшествующими вершинами, имеющими номера (j−1) mod |J |
и (j − 2) mod |J |.
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Приведем характеристики n-последовательносвязного цикла G = (J,E), непосред-
ственно следующие из определений 4–5.

1. Число ребер графа G равно |E| = n · |J |.
2. Размер максимальной клики графа G равен n+ 1.
3. Если граф G отличен от полного, то в нем не существует симплициальных вершин,

в противном случае в графе G количество симплициальных вершин равно n+ 1.
Очевидно, что n-последовательносвязный цикл не является хордальным графом. Так

как n-последовательносвязный цикл образован путем кликовой склейки вершин n-после-
довательносвязной цепи, то справедливы следствия, вытекающие из теорем 1–4.

Следствие 1. В графе G′, полученном удалением из n-последовательносвязного цик-

ла G некоторой его клики размера n, ни один из порожденных подграфов не является

простым циклом длины l > 4.

Следствие 2. В графе G′, полученном удалением из n-последовательносвязного цик-

ла G = (J,E) : |J | > 3n + 1 при n > 2 некоторой его клики размера n, существует

порожденный подграф, являющийся циклом длины l > 4.

Следствие 3. В графе G′, полученном удалением из n-последовательносвязного цик-

ла G при n = 2 некоторой его клики размера n, ни один из порожденных подграфов

не является циклом длины l > 4.

4. Определение и свойства n-последовательносвязного дерева

Дадим конструктивное определение n-последовательносвязного дерева.

Определение 6. Связный граф M ∗ = (J∗, E∗), с множеством вершин J ∗ и мно-
жеством ребер E∗, построенный путем такой кликовой склейки вершин графа M по
множеству клик K(n), что справедливо равенство

|E∗| = n · |J∗| −
(
n+ 1

2

)
· n,

называется n-последовательносвязным деревом (n-sequentially connected tree).
На рис. 8 для различных n представлены n-последовательносвязные деревья, а так

же примеры их построения.

Рис. 8. Неориентированные n-последовательносвязные деревья.
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На рис. 8 под литерой a изображен вариант построения 1-последовательносвязно-
го дерева, путем кликовой склейки вершин несвязного графа, представляющего со-
бой объединение пяти непересекающихся 1-последовательносвязных цепей. Отметим,
что 1-последовательносвязное дерево представляет собой связный ациклический граф,
т. е. обыкновенное дерево. Под литерой b представлен пример построения 2-последо-
вательносвязного дерева, путем кликовой склейки вершин несвязного графа, представ-
ляющего собой объединение пяти непересекающихся 2-последовательносвязных цепей.

Имеет место следующее определение n-последовательносвязного дерева.

Определение 7. Связный неориентированный граф называется n-последователь-

носвязным деревом, если его построение возможно осуществить рекурсивно по прави-
лам: полный граф из n+ 1 вершин есть n-последовательносвязное дерево; n-последова-
тельносвязное дерево с i+1 вершинами получается из n-последовательносвязного дерева
с i вершинами путем добавления в него вершины j и n ребер таким образом, чтобы j
стала смежной со всеми вершинами некоторой клики размера n.

Из определений 2 и 7 следует, что n-последовательносвязное дерево, также как и
n-последовательносвязная цепь являются k-деревьями. Приведем характеристики n-
последовательносвязного дерева G = (J,E).

1. Число ребер графа G равно:

|E| = n · |J | −
(
n+ 1

2

)
· n.

2. Размер максимальной клики графа G равен n+ 1.
3. Хроматическое число графа G равно n+ 1.

Справедливы

Следствие 4. В n-последовательносвязном дереве ни один из порожденных подгра-

фов не является простым циклом длины l > 4.

Следствие 5. В n-последовательносвязном дереве при n > 4 существует порожден-

ный подграф, являющийся циклом длины l > 4.

Следствие 6. В n-последовательносвязном дереве при n = 2 ни один из порожден-

ных подграфов не является циклом длины l > 4.

Отметим, что справедливость данных следствий, вытекает из особенностей построе-
ния n-последовательносвязного дерева и теорем 1–4.
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CONSTRUCTIVE DESCRIPTIONS
OF n-SEQUENTIALLY CONNECTED GRAPHS

Shangin R. E.

The class of nonoriented n-sequentially connected graphs is introduced and some applications are
considered. The main characteristics and properties of n-sequentially connected chains are given. The
relations of the class of n-sequentially connected chains to perfect, triangulated, composite and splittable
classes of graphs are determined.
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