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@8COvx~8}�¹L}#º_z_}
HJ»�¼�½4¾2»�¿�»�½,À�Á	¾	Âp½mÃ�Ä	¾	¿�Å�Æ2Ç'Á	¾	Âp½ÈÄ	¾	É�À�¿�Á8Ê�Æ2Ë�¾	Âp½mÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä2À�½ÈÌÎÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�À

Rn
Í2»�¾	Ä'Ï

½LÊ�À�É�Ã�ÇÐÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä2ÀOÌ�Ä'¼�Ê

a(x)u(x) +

∫

Rm

K(x, x− y)u(y) dy = v(x), x ∈ Rm, Ñ�Ò�Ó
¿�¼8À

K(x, y) ÔRÕ É�»ÖÉ�Ê�×¸¾8Ê�Ø�Â1Ì#Ê�À�½,»�ÀÎÙ2Ú�Û�ÜÎÝOÞ�ß2à�Ú�á¢Û�Ü�â2Þ¸ãåä8æ8ç�èJé�â2Ú�Þ�ê ë'ì Ò�Ò�í Ä�Ä	¾	É�À�¿�Á8Ê�Æ�Ì Ñ�Ò�ÓÍ2»�¾	Ä2½LÊ�À�É�Ã�ÇîÌÖÃ�½4ÂpÃ�Æ8ÀJ¿�Æ�Ê�Ì�¾2»�¿�»=Ø�¾8Ê�ï2À�¾	Ä	Ç
∫

Rm

K(x, x− y)u(y) dy = lim
ε→0
N→∞

∫

ε<|x−y|<N

K(x, x− y)u(y) dy.

ðÎñ_ò2ó�ôLó�õLó2ö_÷_óXø	ù�ú Å�¾	×	û	Ä	Ç
K(x, y),

»�Í	Á2À�¼8À�Æ8À�¾	¾8Ê�Çü¾8Ê
Rm × (Rm \ {0}), ¾8Ê�Ø�Â1Ì#Ê�À�É�Ã�ÇÙ2Ú�Û�Ü�èoÝOÞ�ß2à�Ú�á¢Û�Ü�â2Þîãýä8æ8ç�èJé�â2Ú�Þ�ì	À�Ã�Æ2Äþ»�¾8ÊxÅ�¼8»�Ì�Æ8À�É�Ì�»�Á#Ç	À�ÉuÃ�Æ8À�¼2Å�ÿ��!Ä2½ÈÅ�Ã�Æ8»�Ì�Ä	Ç	½��

1) K(x, tx) = t−mK(x, y) (∀x ∈ Rm, ∀ t > 0);
2)
∫
Sm−1 K(x, ω) dω = 0 (∀x ∈ Rm);

3) |K(x, y)| 6 C, K(x, ω)
¼2Ä����OÀ�Á2À�¾	û	Ä	Á	Å�À�½LÊÖ¾8Ê

Sm−1 (∀x ∈ Rm), Sm−1 Ô À�¼2Ä	¾	Ä	ï	¾8Ê�Ç
Ã��OÀ�Á8Ê!Ì

m
Ï¢½,À�Á	¾2»�½ Í	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�À�ì

C Ô Í2»�Ã�É�»�Ç'¾	¾8Ê�Ç	�
j6»�Í	Á2»�Ã�Â Á8Ê�Ø�Á2À�
!Ä2½,»�Ã�É�Ä Ñ ¾
�À�É�À�Á2»�Ì�»�Ã�É�Ä Ó Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä��ÈÉ�Ä	Í8Ê Ñ�Ò�Ó Ä2Ã�Ã�Æ8À�¼8»�Ì#Ê�Æ2Ä2Ã�Ë Ì¸Á8Ê���»�É�Ê��½4¾2»�¿�Ä���Ê�Ì�É�»�Á2»�ÌÖÌÖÁ8Ê�Ø�Æ2Ä	ï	¾	Â����JÅ�¾	×	û	Ä2»�¾8Ê�Æ2Ë�¾	Â��îÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì#Ê��	�6c^Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä	ÇþÉ�Ä	Í8Ê Ñ�Ò�ÓOÑ ¾8Ê�ÏÍ	Á	Ä2½,À�Á�ì'ÌxÃ�Æ2Å�ï8Ê�À^Ø�Ê�½,À�¾	Â

Rm
»�¿�Á8Ê�¾	Ä	ï2À�¾	¾2»��þ»���Æ�Ê�Ã�É�Ë�ÿ Ä'Æ2Ä Í2»�Ì�À�Á��'¾2»�Ã�É�Ë�ÿ ÌxÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�À Óï8Ê�Ã�É�»ÎÌ�Ã�É�Á2À�ï8Ê�ÿ^É�Ã�ÇÐÌ=Á8Ê�Ø�Æ2Ä	ï	¾	Â��ÐØ�Ê�¼�Ê�ï8Ê��î½LÊ�É�À�½LÊ�É�Ä	ï2À�Ã�×�»����JÄ	Ø�Ä	×	Ä ê Ò�� ì Ò���í ì'ÄÐÌ�»�Í	Á2»�Ã�Â ¾8Ê�Ï�#»��x¼8À�¾	Ä	Ç¸Ä��þÁ2À�
xÀ�¾	Ä	ÇþÄ2½,À�ÿ^É Í2À�Á	Ì�»�Ã�É�À�Í2À�¾	¾2»�ÀÎØ�¾8Ê�ï2À�¾	Ä2À��\[p¼2¾8Ê�×�» É�À�»�Á2À�É�Ä	ï2À�Ã�×	Ä2ÀÎÄ2Ã�Ã�Æ8À�¼8»�Ï

Ì#Ê�¾	Ä	Çdì�»�Ã�¾2»�Ì#Ê�¾	¾	ÂpÀ�ì�×'Ê�×xÍ	Á8Ê�Ì�Ä'Æ8»	ì�¾8Ê1Æ8»�×'Ê�Æ2Ë�¾2»�½�Í	Á	Ä	¾	û	Ä	Í2Àeê Ò���í ì�Í	Á	Ä	Ì�»�¼2Ç'ÉeÆ2Ä�
!Ë^×xÅ�Ã�Æ8»�Ì�Ä	Ç	½
�
©  "!�#%$ �A�������������'&L �(µ  §��A�������������h�µ �)µ 



� �p�����	���'��
�� 5��J5 * �p�����	���'��
Ö� 5��J5
¾
�À�É�À�Á2»�Ì�»�Ã�É�ÄÈÄaÌ�Â1ï	Ä2Ã�Æ8À�¾	Ä	ÿRÄ	¾'¼8À�×�Ã�Ê�»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á8Ê��îHJ» Õ É�»�½4Å Ìî¼�Ê�¾	¾2»��UÁ8Ê���»�É�Àu½4ÂX¼	Æ2Ç Í	Á2»�Ï
Ã�É�À���
!Ä��ÐÉ�Ä	Í2»�Ì=Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä�� Ñ�Ò�Ó Í2»�Í	Â1É�Ê�À�½,Ã�Ç�»���»�Ã�¾2»�Ì#Ê�É�ËuÃ �#À�½4Å ¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�Ä	Ø�Ê�û	Ä	Ä�Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä��îÄ¾8Ê��#»��x¼8À�¾	Ä	ÇîÍ	Á	Ä���Æ2Ä��!À�¾	¾2»�¿�»ÖÁ2À�
xÀ�¾	Ä	Çdì�¼�Ê�É�Ë=»�û2À�¾	×	ÅuÍ2»�¿�Á2À�
!¾2»�Ã�É�Äî¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�¿�»ÎÁ2À�
xÀ�¾	Ä	Ç Ä
Í2»�×'Ê�Ø�Ê�É�Ë2ìµï	É�» ×�É�Ê�×	Ä2½ Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä	Ç	½ ½,»��Î¾2»ÐÅ�Ã�Í2À�
!¾2»ÐÍ	Á	Ä2½,À�¾	Ä	É�Ë ��ÂpÃ�É�Á2»�ÀÎÍ	Á2À�»���Á8Ê�Ø�»�Ì#Ê�¾	Ä2À
ú Å�Á	Ë�À��

ZþÂaÁ8Ê�Ã�Ã�½LÊ�É�Á	Ä	Ì#Ê�À�½¸Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä2À Ñ�Ò�Ó Ì^Ã�Æ2Å�ï8Ê�À�ì�×�»�¿�¼�ÊhÇ�¼2Á2» K(x, y)
¾2ÀLØ�Ê�Ì�Ä2Ã�Ä	Ée»�É^Í2»�Æ2ÿeÃ�Ê

x,É �2À��,Ä2½,À�À�É=Ì�Ä'¼
au(x) +

∫

Rm

K(x− y)u(y) dy = v(x), x ∈ Rm. Ñ���Ó
	OÊ�Ø�Ê�Æ8»�Ã�Ë ��ÂOì#Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä2À

(2)
Á2À�
ÎÊ�À�É�Ã�ÇÖÍ	Á2»�Ã�É�»OÍ	Á	Ä2½,À�¾2À�¾	Ä2À�½UÍ	Á2À�»���Á8Ê�Ø�»�Ì#Ê�¾	Ä	Ç ú Å�Á	Ë�À�ì#¾2»

Õ É�»�É�»�Æ2Ë�×�»�É�À�»�Á2À�É�Ä	ï2À�Ã�×	Ä � b ×�»�½4Í	Ë�ÿ^É�À�Á	¾2»��mÉ�»�ï	×	Ä Ø�Á2À�¾	Ä	ÇÈ¾	Å �Î¾	Â ¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾	ÂpÀ Ñ ÄÈ×ÈÉ�»�Ï½4Å �!À!×�»�¾2À�ï	¾	ÂpÀ Ó ¾8Ê���»�Á	ÂoÉ�»�ï2À�×�ìAÄ2½4Ä	É�Ä	Á	Å�ÿ��!Ä2À Ñ ½,»�¼8À�Æ2Ä	Á	Å�ÿ��!Ä2À Ó Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä2À (2). j Ã�Ì�Ç'Ø�ÄÃ Õ É�Ä2½X½4ÂýÃ�¾8Ê�ï8Ê�Æ�Ê�Í	Á2À�¼	Æ�Ê�¿�Ê�À�½?Ø�Ê�½,À�¾	Ä	É�ËaÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä2À
(2)

¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�� Ã�Ä2Ã�É�À�½,»���ìpÊ¸Ø�Ê�É�À�½
Å �!ÀxÁ8Ê�Ã�Ã�½LÊ�É�Á	Ä	Ì#Ê�É�Ë�À�À!Ì�»�Ø�½,»��Î¾	ÂpÀ=×�»�¾2À�ï	¾	ÂpÀÖÊ�Í	Í	Á2»�×�Ã�Ä2½LÊ�û	Ä	Ä �=SJÀ�×�»�É�»�Á	ÂpÀÎÍ	Á2À�¼2Ì#Ê�Á	Ä	É�À�Æ2Ë�Ï
¾	ÂpÀOÃ�»�»���Á8Ê �!À�¾	Ä	Çdì�Ã�Ì�Ç'Ø�Ê�¾	¾	ÂpÀ\Ã Õ É�Ä2½1ì���Â6Æ2Äþ»�Í	Ä2Ã�Ê�¾	Â ÌÎÁ8Ê���»�É�Ê���Ê�Ì�É�»�Á2»�Ìþê ��
���í �


 C��¸z_y����_}��'º����my�z_º�����{����_º���� z_º��'}����_w�{,|8º���� �"!_}��_w����"�
qOÆ2Çî½4¾2»�¿�»�½,À�Á	¾2»�¿�»uÃ�Ä	¾	¿�Å�Æ2Ç'Á	¾2»�¿�»ÎÄ	¾	É�À�¿�Á8Ê�Æ2Ë�¾2»�¿�»u»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á8Ê

(Ku)(x) =

∫

Rm

K(x− y)u(y) dy

½4Â Í	Á2À�¼	Æ�Ê�¿�Ê�À�½mÁ8Ê�Ã�Ã�½,»�É�Á2À�É�ËuÃ�Æ8À�¼2Å�ÿ��!Ä��Ð¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾	Â��¸Ê�¾8Ê�Æ8»�¿��
(Kdud)(x) =

∑

ỹ∈Zmh

Kd(x̃− ỹ) [ud(ỹ)− ud(x̃)] h
m, x̃ ∈ Zmh , Ñ ��Ó

¿�¼8ÀO½4Â ��Å�¼8À�½ÈÍ	Á	Ä'¼8À�Á �ÎÄ	Ì#Ê�É�Ë�Ã�Ç¸Ã�Æ8À�¼2Å�ÿ��!Ä��Ð»���»�Ø�¾8Ê�ï2À�¾	Ä�� �
j
m
Ï¢½,À�Á	¾2»�½UÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�À

Rm
»�Í	Á2À�¼8À�Æ2Ä2½üû2À�Æ8»�ï	Ä2Ã�Æ8À�¾	¾	Å�ÿ Á2À�
xÀ�É�×	Å

(modh)Zmh
�,HJ»�Æ�Ê�Ï

¿�Ê�À�½
K(0) = 0

Ä�»���»�Ø�¾8Ê�ï8Ê�À�½
Kd

Ã�Å �!À�¾	Ä2ÀxÇ�¼2Á8Ê
K(x)

¾8Ê
Zmh , ud Ô �JÅ�¾	×	û	Ä	Çî¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�¿�»

Ê�Á	¿�Å'½,À�¾	É�Ê'ìe»�Í	Á2À�¼8À�Æ8À�¾	¾8Ê�Ç ¾8ÊaÁ2À�
xÀ�É�×�À
Zmh

Ä�ìp¾8Ê�×�»�¾2À�û�ì^Ã�Å'½,½LÊaÁ#Ç�¼�Ê Ñ ��Ó Í2»�¾	Ä2½LÊ�À�É�Ã�ÇV×'Ê�×Í	Á2À�¼8À�Æ�ï8Ê�Ã�É�Ä	ï	¾	Â��îÃ�Å'½,½
lim
N→∞

∑

ỹ∈Zmh ∩QN
Kd(x̃− ỹ) [ud(ỹ)− ud(x̃)] h

m,

¿�¼8À
QN =

{
x ∈ Rm : max

16k6m
|xk| 6 N

}
.

b Ä2½4Ì�»�Æ8»�½
`2h
½4Â ��Å�¼8À�½ »���»�Ø�¾8Ê�ï8Ê�É�Ëî¿�Ä'Æ2Ë���À�Á	É�»�Ì�» Í	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�» �JÅ�¾	×	û	Ä��þ¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�¿�»

Ê�Á	¿�Å'½,À�¾	É�Ê
L2(Z

m
h )

Ã�»ÎÃ�×'Ê�Æ2Ç'Á	¾	Âp½ Í	Á2»�Ä	Ø�Ì�À�¼8À�¾	Ä2À�½

(ud, vd) =
∑

τ̃∈Zmh

ud(x̃)vd(x̃)

ÄþÃ�»�»�É�Ì�À�É�Ã�É�Ì�Å�ÿ��xÀ��î¾2»�Á2½,»��

‖ud‖`2h =

( ∑

τ̃∈Zmh

|ud(x̃)|2hm
)1/2

.
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`e»�Á2»�
x»!Ä	Ø�Ì�À�Ã�É�¾2»	ì'ï	É�»!Í	Á	ÄÐÃ��O»�Á2½4Å�Æ2Ä	Á2»�Ì#Ê�¾	¾	Â��uÅ�Ã�Æ8»�Ì�Ä	Ç � ¾8ÊOÇ�¼2Á2»x»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á
K
»�¿�Á8Ê�¾	Ä'Ï

ï2À�¾	¾2»J¼8À��2Ã�É�Ì�Å�À�É!ÌOÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�À
L2(R

m)
ê ë'ì Ò�Ò�í � b Å�ï2À�É�»�½ Õ É�»�¿�»O¾2À�É�Á	Å�¼2¾2»OÅ�Ã�É�Ê�¾2»�Ì�Ä	É�Ë2ì'ï	É�»Ã�Í	Á8Ê�Ì�À�¼	Æ2Ä	Ì#Ê


�}��"�_}��^w @8C�
J�������!������� -=-�� ��$	�	�

‖Kdud‖`2h 6 c‖ud‖`2h ,
���µ�h0 - ��� - �'$	$����

c
$A�h
���
��A���A� - �

h.f_Ê�×	Ä2½m»���Á8Ê�Ø�»�½1ì2Ã�À�½,À��2Ã�É�Ì�»Î¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾	Â��þ»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á2»�Ì Ñ ��Ó Á8Ê�Ì�¾2»�½,À�Á	¾2»Ö»�¿�Á8Ê�¾	Ä	ï2À�¾2»=Í2» h.
� C��\z��^~"�	{ � �"!_}��_w����"���8~ z ���"�_w��'z����8y��'|

ðÎñ_ò2ó�ôLó�õLó2ö_÷_ó��Aù�� æ�è���Ü�ß2Ü�è »�Í2À�Á8Ê�É�»�Á8Ê
K
¾8Ê�Ø�Â1Ì#Ê�À�É�Ã�Ç Í	Á2À�»���Á8Ê�Ø�»�Ì#Ê�¾	Ä2À ú Å�Á	Ë�À¸Ç�¼	Ï

Á8Ê
K(x)

Ì=Ã�½4ÂpÃ�Æ8ÀO¿�Æ�Ê�Ì�¾2»�¿�»=Ø�¾8Ê�ï2À�¾	Ä	Ç

σ(ξ) = lim
ε→0
N→∞

∫

ε<|x|<N

K(x)eiξ·xdx.

QLÃ�Æ2ÄîÍ	Á	Ä2½,À�¾	Ä	É�ËÖÍ	Á2À�»���Á8Ê�Ø�»�Ì#Ê�¾	Ä2À ú Å�Á	Ë�ÀJ×ÐÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä	ÿ
(2)
ì2É�»Î½4Â Í2»�Æ2Å�ï	Ä2½ÈÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä2À

(
a+ σ(ξ)

)
ũ(ξ) = ṽ(ξ),

¾2À�»����#»�¼2Ä2½4Âp½oÄ�¼8»�Ã�É�Ê�É�»�ï	¾	Âp½oÅ�Ã�Æ8»�Ì�Ä2À�½ Á8Ê�Ø�Á2À�
!Ä2½,»�Ã�É�ÄU×�»�É�»�Á2»�¿�»�ÌîÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�À
L2(R

m)��Å�¼8À�Éîê ë'ì Ò�Ò�í
inf |a+ σ(ξ)| > 0, ξ ∈ Rm.

ú Å�¾	×	û	Ä	ÿ
a+ σ(ξ)

½4ÂV¾8Ê�Ø�Â1Ì#Ê�À�½mÃ�Ä2½4Ì�»�Æ8»�½m»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á8Ê
aI +K, I Ô À�¼2Ä	¾	Ä	ï	¾	Â���»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á �

b ¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾	Âp½?»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á2»�½
Kd

½4Â É�»��!ÀîÃ�Ì�Ç��!À�½?Ã�Ä2½4Ì�»�Æ
σd(ξ), ξ ∈ [−πh−1, πh−1]m,»�Í	Á2À�¼8À�Æ2Ç	À�½4Â���½4¾2»�¿�»�½,À�Á	¾	Âp½mÁ#Ç�¼8»�½ ú Å�Á	Ë�À

σd(ξ) =
∑

τ̃∈Zmh

K(x̃)e−ix̃·ξhm,

¿�¼8ÀJï8Ê�Ã�É�Ä	ï	¾	ÂpÀ\Ã�Å'½,½4Â ��À�Á	Å�É�Ã�ÇîÍ2»x¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾	Âp½ ×	Å���Ê�½
QN ∩ Zmh ,

Äî×�»�É�»�Á	ÂpÀOÍ	Á2À�¼8Ã�É�Ê�Ì�Æ2Ç'ÿ^É
Ã�»���»��îÍ2À�Á	Ä2»�¼2Ä	ï2À�Ã�×	Å�ÿ �JÅ�¾	×	û	Ä	ÿ Ì

Rm
ÃJ»�Ã�¾2»�Ì�¾	Âp½ ×	Å���»�½ÈÍ2À�Á	Ä2»�¼8»�Ì

[−πh−1, πh−1]m
ê Ò ��í �b »�»�É�Ì�À�É�Ã�É�Ì�À�¾	¾2»	ì�Ã�Ä2½4Ì�»�Æ8»�½È¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�¿�»ÖÃ�Ä	¾	¿�Å�Æ2Ç'Á	¾2»�¿�»=Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä	Ç

(aI +Kd)ud = vd, Ñ ��Ó
½4Â ¾8Ê�Ø�Â1Ì#Ê�À�½ �JÅ�¾	×	û	Ä	ÿ

a+ σd(ξ), ξ ∈ [−πh−1, πh−1]m.jaÁ8Ê���»�É�ÀJê Ò ��í ��Â6ÆÎÍ	Á	Ä	Ì�À�¼8À�¾=Ø�Ê�½,À�ï8Ê�É�À�Æ2Ë�¾	Â�� �\Ê�×	É�ì�Å�É�Ì�À�Á �x¼�Ê�ÿ��!Ä���ì�ï	É�»e½4¾2»��!À�Ã�É�Ì#ÊJØ�¾8Ê�Ïï2À�¾	Ä��uÃ�Ä2½4Ì�»�Æ�Ê
σ(ξ)

Ä
σd(ξ)

Ã�»�Ì�Í8Ê�¼�Ê�ÿ^É�ì'»�É�×	Å�¼�ÊJ¾2À�½,À�¼	Æ8À�¾	¾2»\Ì�Â1É�À�×'Ê�Æ8»	ì�ï	É�»OÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä2À
(2)

Ä
À�¿�»e¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾	Â��îÊ�¾8Ê�Æ8»�¿ Ñ ��Ó Á8Ê�Ø�Á2À�
!Ä2½4Â Ä'Æ2Ä=¾2À�Á8Ê�Ø�Á2À�
!Ä2½4Â »�¼2¾2»�Ì�Á2À�½,À�¾	¾2»���f_Ê�×	Ä2½U»���Á8Ê�Ø�»�½1ìÀ�Ã�Æ2Ä¸½4ÂoÄ2½,À�À�½mÁ2À�
xÀ�¾	Ä2À ��À�Ã�×�»�¾2À�ï	¾2»�� Ã�Ä2Ã�É�À�½4ÂoÆ2Ä	¾2À��	¾	Â���Ê�Æ2¿�À���Á8Ê�Ä	ï2À�Ã�×	Ä��¸Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä�� Ñ ��Ó ìÀ�Ã�É�À�Ã�É�Ì�À�¾	¾2»Î»��ÎÄ'¼�Ê�É�Ë2ì'ï	É�»\Í	Á	Ä ½LÊ�Æ2Â��

h > 0
»�¾2» ��Å�¼8À�É ��Æ2Ä	Ø�×�»x×ÖÁ2À�
xÀ�¾	Ä	ÿ Ä2Ã �#»�¼2¾2»�¿�»ÎÅ�Á8Ê�Ì�Ï

¾2À�¾	Ä	Ç
(2).
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� C����_}#º��dw �	{,z����8y��'z �"!_}��_w����"���8~

K
z
Kd

[���»�Ø�¾8Ê�ï	Ä2½ ï2À�Á2À�Ø
Ph

»�Í2À�Á8Ê�É�»�ÁUÃ�Å �!À�¾	Ä	Ç ¾8Ê Á2À�
xÀ�É�×	Å
Zmh ,

É �µÀ��Ö»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á�ì4Ã�»�Í2»�Ã�É�Ê�Ì�Æ2Ç�Ï
ÿ��!Ä��È×'Ê �x¼8»�� �JÅ�¾	×	û	Ä	Ä�ì�»�Í	Á2À�¼8À�Æ8À�¾	¾2»��m¾8Ê

Rm,
¾8Ê���»�ÁmÀ�Àu¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾	Â�� Ø�¾8Ê�ï2À�¾	Ä��mÌ�Å�Ø�Æ�Ê��

Á2À�
xÀ�É�×	Ä
Zmh .

b Æ8À�¼2Å�Ç ê Ò ë í ì'¼�Ê�¼2Ä2½ Ã�Æ8À�¼2Å�ÿ��xÀ�ÀðÎñ_ò2ó�ôLó�õLó2ö_÷_ó	�dù�
 á¢Û�Ü
�aÞ�����Û�Ü
����æ�èJÞ��2æ2æU»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á2»�Ì
K
Ä
Kd

ÌÐÆ2Ä	¾2À��	¾2»�½ ¾2»�Á2½4Ä	Á2»�Ï
Ì#Ê�¾	¾2»�½ Í	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�À

X
�JÅ�¾	×	û	Ä���ì	»�Í	Á2À�¼8À�Æ8À�¾	¾	Â��î¾8Ê

Rm,
¾8Ê�Ø�Â1Ì#Ê�À�É�Ã�Ç�»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á	¾8Ê�Çî¾2»�Á2½LÊ

‖PhK −KdPh‖Xd ,
¿�¼8À

Xd Ô ¾2»�Á2½4Ä	Á2»�Ì#Ê�¾	¾2»�À1Í	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�» �JÅ�¾	×	û	Ä���ì�»�Í	Á2À�¼8À�Æ8À�¾	¾	Â��Î¾8Ê^Á2À�
xÀ�É�×�À Zmh Ã�¾2»�Á2½,»���ìÄ	¾'¼2Å�û	Ä	Á2»�Ì#Ê�¾	¾2»���¾2»�Á2½,»��îÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì#Ê
X.j ×'Ê�ï2À�Ã�É�Ì�ÀOÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì#Ê

Xd
¾8Ê�Á#Ç�¼2Å ÃeÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�»�½

`2h
½4Â ��Å�¼8À�½üÄ2Ã�Í2»�Æ2Ë�Ø�»�Ì#Ê�É�ËÖÍ	Á2»�Ï

Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�»
Ch,

×�»�É�»�Á2»�À!Í	Á2À�¼8Ã�É�Ê�Ì�Æ2Ç	À�ÉîÃ�»���»���Í	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�» �JÅ�¾	×	û	Ä��
ud
¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�¿�»ÐÊ�Á	¿�Å#Ï

½,À�¾	É�Ê
x̃ ∈ Zmh

ÃJ¾2»�Á2½,»��
||ud||Ch = max

x̃∈Zmh
|ud(x̃)|.

q\Á	Å�¿�Ä2½4Ä=Ã�Æ8»�Ì#Ê�½4Ä�ì�Í	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�»
Ch Ô Õ É�»^Í	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�»OÃ�Å �!À�¾	Ä�� �JÅ�¾	×	û	Ä�� u ∈ C(Rm)¾8ÊhÅ�Ø�Æ2ÂüÁ2À�
xÀ�É�×	Ä

Zmh . �
¼8À�Ã�ËOÃ�É�»�Ä	ÉeØ�Ê�½,À�É�Ä	É�Ë2ì�ï	É�»e»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á

K
¾2À6»�¿�Á8Ê�¾	Ä	ï2À�¾=Ì^Í	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�À

C(Rm),
»�¼2¾8Ê�×�»\»�¾=»�¿�Á8Ê�¾	Ä	ï2À�¾ÖÌJÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�À

L2(R
m),

Ä �#»�Á2»�
x»JÄ	Ø�Ì�À�Ã�É�¾2»	ì#ï	É�»JÀ�Ã�Æ2Ä=Í	Á8Ê�Ì#Ê�Ç
ï8Ê�Ã�É�Ë¸Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä	Ç

(2)
»���Æ�Ê�¼�Ê�À�É¸×'Ê�×�»��'Ï É�»¸¿�Æ�Ê�¼2×�»�Ã�É�Ë�ÿ Ñ ¾8Ê�Í	Á	Ä2½,À�Á�ì,Å�¼8»�Ì�Æ8À�É�Ì�»�Á#Ç	À�É�Å�Ã�Æ8»�Ì�Ä	ÿ] �À�Æ2Ë�¼8À�Á8Ê Ó ì4É�» Á2À�
xÀ�¾	Ä2ÀÎÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä	Ç (2) Ñ À�Ã�Æ2Äa»�¾2»îÃ�Å �xÀ�Ã�É�Ì�Å�À�ÉîÌ L2(R

m) Ó »���Æ�Ê�¼�Ê�À�ÉþÉ�»�� �!À
¿�Æ�Ê�¼2×�»�Ã�É�Ë�ÿ ê ë í �[hÍ	Á2À�¼8À�Æ2Ä2½U¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�À^Í	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�»

Ch(α, β)
×'Ê�×uÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�» �JÅ�¾	×	û	Ä��Ö¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�Ï

¿�»ÖÊ�Á	¿�Å'½,À�¾	É�Ê
x̃ ∈ Zmh

Ãe×�»�¾2À�ï	¾2»���¾2»�Á2½,»��

‖ud‖Ch(α,β) = ‖ud‖Ch + sup
x̃,ỹ∈Zmh

|x̃− ỹ|α

(max{1 + |x̃|, 1 + |ỹ|})β
,

Å�¼8»�Ì�Æ8À�É�Ì�»�Á#Ç'ÿ��!Ä��îÅ�Ã�Æ8»�Ì�Ä	Ç	½
|ud(x̃)| 6

c

(1 + |x̃|)β−α
,

|ud(x̃)− ud(ỹ)| 6 c
|x̃− ỹ|α

(max{1 + |x̃|, 1 + |ỹ|})β
, (∀ x̃, ỹ ∈ Rm, α, β > 0, 0 < α < 1).

	J»�¾	É�Ä	¾	Å#Ê�Æ2Ë�¾	Âp½ Ê�¾8Ê�Æ8»�¿�»�½ Õ É�Ä��ÎÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�ÌÎÃ�Æ2Å �ÎÄ	É\Í	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�» Hα
β (R

m)
�JÅ�¾	×	û	Ä���ì

¾2À�Í	Á2À�Á	Â1Ì�¾	Â��U¾8Ê
Rm

ÄaÅ�¼8»�Ì�Æ8À�É�Ì�»�Á#Ç'ÿ��!Ä��aÅ�Ã�Æ8»�Ì�Ä	Ç	½o] �À�Æ2Ë�¼8À�Á8Ê¸Ã=Í2»�×'Ê�Ø�Ê�É�À�Æ8À�½
0 < α < 1Ä¸Ã\Ì�À�Ã�»�½

(1 + |x|)β Ñ Ã�½��_ê Ò�í Ó �JKeØ!Á2À�Ø�Å�Æ2Ë�É�Ê�É�»�Ìaê Ò�í ì�Ìuï8Ê�Ã�É�¾2»�Ã�É�Ä�Ì�Â1É�À�×'Ê�À�É�ìdï	É�»u»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á KÇ'Ì�Æ2Ç	À�É�Ã�Ç Æ2Ä	¾2À��	¾	Âp½R»�¿�Á8Ê�¾	Ä	ï2À�¾	¾	Âp½ »�Í2À�Á8Ê�É�»�Á2»�½
K : Hα

β (R
m) → Hα

β (R
m)

Í	Á	Ä Å�Ã�Æ8»�Ì�Ä	Ä
m < β < α+m.qOÆ2ÇÐÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì

Ch(α, β)
Ä2½,À�À�ÉÖ½,À�Ã�É�»


�}��"�_}��^w 
 C 3 0#"���
'�����	�	
�� -�� ��$	�	�
‖Kdud‖Ch(α,β) 6 c‖ud‖Ch(α,β),

m < β < α+m,
���µ�^0 - ��� - �'$	$����

c
$A�^
���
��A���A� - �

h.ZþÂ ¼�Ê�¼2Ä2½È»�û2À�¾	×	Åu½,À�Á	Â Ê�Í	Í	Á2»�×�Ã�Ä2½LÊ�û	Ä	Ä�»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á2»�Ì
K
Ä
Kd

ÌxÍ	Á2»�Ã�É�Á8Ê�¾2Ã�É�Ì�À
Ch(α, β).� É�»¸Í2»�Ø�Ì�»�Æ2Ä	É¸¼�Ê�É�Ë�»�û2À�¾	×	ÅUÍ2»�¿�Á2À�
!¾2»�Ã�É�ÄÈÁ2À�
xÀ�¾	Ä	ÇüÍ	Á	ÄüØ�Ê�½,À�¾2À ×�»�¾	É�Ä	¾	Å#Ê�Æ2Ë�¾2»�¿�»a»�Í2À�Á8Ê�É�»�Ï

Á8Ê
K
À�¿�»!¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾	Âp½ Ê�¾8Ê�Æ8»�¿�»�½

Kd.
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K
�
Kd

��0#"���
'�����	�	
�� -�� ��$	�	�
‖PhK −KdPh‖Ch(α,β) 6 chα̃,

���µ�h0 - ��� - �'$	$����
c
$A�h
���
��A���A� - �

h
*
α̃ < α

*
β̃ > β.

C
f6Á2À���Å�À�É�Ã�ÇÐ¼8»�×'Ê�Ø�Ê�É�ËuÃ�Í	Á8Ê�Ì�À�¼	Æ2Ä	Ì�»�Ã�É�Ë Ã�Æ8À�¼2Å�ÿ��!Ä��u¼2Ì�Å �Ð»�û2À�¾2»�× �

|((PhK −KdPh)u) (x̃)| 6 c1h
α̃, Ñ 	 Ó

|[(PhK −KdPh)u] (x̃)− [(PhK −KdPh)u] (ỹ)| 6 c2h
α̃ sup
x̃,ỹ∈Zmh

|x̃− ỹ|α

(max{1 + |x̃, 1 + |ỹ|})β̃
Ñ � Ó

ÃeÍ2»�Ã�É�»�Ç'¾	¾	Âp½4Ä
c1, c2,

¾2ÀJØ�Ê�Ì�Ä2Ã�Ç��!Ä2½4Ä�»�É
h.SOÊ�ï	¾2À�½mÃJ»�û2À�¾	×	Ä Ñ 	 Ó �

((PhK −KdPh)u) (x̃)

=

∫

Rm

K(x̃− y)[u(y)− u(x̃)] dy −
∑

ỹ∈Zmh

K(x̃− ỹ)[u(ỹ)− u(x̃)]hm

=

∫

Rm\QN

K(x̃− y)[u(y)− u(x̃)]dy −
∑

ỹ∈Zmh \QN

K(x̃− ỹ)[u(ỹ)− u(x̃)]hm

+
∑

ỹ∈Zmh ∩QN

∫

Qh(ỹ)

(
K(x̃− y)[u(y) − u(x̃)]−K(x̃− ỹ)[u(ỹ)− u(x̃)]

)
dy

= I1 + I2 + I3,¿�¼8À
Qh(ỹ) Ô ×	Å��=Ãeû2À�¾	É�Á2»�½ Ì

ỹ ∈ Zmh
ÄîÁ2À���Á2»�½

h.HJÀ�Á	Ì�ÂpÀh¼2Ì#Ê!Ã�Æ�Ê�¿�Ê�À�½4Â�� Í	Á2À�¼8Ã�É�Ê�Ì�Æ2Ç'ÿ^É=Ã�»���»�����»�Ã�É�Ê�É�×	Äî¾8Ê ��À�Ã�×�»�¾2À�ï	¾2»�Ã�É�Ä��Ö×�»�¾	É�Ä	¾	Å#Ê�Æ2Ë�Ï
¾2»�¿�»pÄO¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�¿�»^Ã�Ä	¾	¿�Å�Æ2Ç'Á	¾2»�¿�»hÄ	¾	É�À�¿�Á8Ê�Æ�Ê'ì�ÄOÆ2Ä�
!ËpÉ�Á2À�É�Ë�À�Ã�Æ�Ê�¿�Ê�À�½,»�À6»�û2À�¾	Ä	Ì#Ê�À�É ��Æ2Ä	Ø�»�Ã�É�Ë
½,À��x¼2Å Ã�Ä	¾	¿�Å�Æ2Ç'Á	¾	Âp½rÄ	¾	É�À�¿�Á8Ê�Æ8»�½rÄ Ã�»�»�É�Ì�À�É�Ã�É�Ì�Å�ÿ��xÀ�� ×	Å���Ê�É�Å�Á	¾2»�� �O»�Á2½4Å�Æ8»�� �VHJ» Õ É�»�½4Å¾8Ê�ï	¾2À�½mÃ

I3.Ò�Ó QLÃ�Æ2Ä x̃ = ỹ,
É�»
∣∣∣∣
∫

Qh(ỹ)

K(x̃− y)[u(y)− u(x̃)] dy

∣∣∣∣ 6 c

∫

Qh(ỹ)

|u(y)− u(x̃)|
|x̃− y|m dy

6 c

∫

Qh(ỹ)

dy

|x̃− y|m−α(1 + |y|)β .
Ñ ��Ó

��Ó QLÃ�Æ2Ä x̃ 6= ỹ, x̃ ∈ QN ,
É�»Î»���»�Ø�¾8Ê�ï	Ä	Ì

I3,n =

∫

Qh(ỹ)

(
K(x̃− y)[u(y)− u(x̃)]−K(x̃− ỹ)[u(ỹ)− u(x̃)]

)
dy,

Á8Ê�Ø�»���Ë�À�½mÀ�¿�»x¾8Ê!¼2Ì#Ê

I3,n =

∫

Qh(ỹ)

[K(x̃− y)−K(x̃− ỹ)] [u(y)− u(x̃)] dy

+

∫

Qh(ỹ)

K(x̃− ỹ)[u(y)− u(ỹ)] = I
(1)
3,n + I

(2)
3,n.
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HJ»�Ã�×�»�Æ2Ë�×	Å |x̃− y| ∼ |x̃− ỹ|, Ä2½,À�À�½

∣∣∣I(2)3,n

∣∣∣ 6 chα
∫

Qh(ỹ)

dy

|x̃− y|m(1 + |y|)β . Ñ ë Ó

qOÆ2ÇÎ»�û2À�¾	×	Ä
I
(1)
3,n

¾8Ê�½¸Í2»�¾8Ê�¼8»���Ä	É�Ã�ÇÖÃ�Æ8À�¼2Å�ÿ��ÎÊ�ÇÎ»�û2À�¾	×'Ê^¼	Æ2ÇxÇ�¼2Á8Ê 	OÊ�Æ2Ë�¼8À�Á2»�¾8Ê Ô � Ä	¿�½4Å�¾'Ï¼�Ê
|K(x̃− y)−K(x̃− ỹ)| 6 c

|y − ỹ|
|x̃− y|m+1

,

×�»�É�»�Á8Ê�ÇÐÆ8À�¿�×�»=Í2»�Æ2Å�ï8Ê�À�É�Ã�ÇþÃeÍ2»�½,»��!Ë�ÿ Õ Æ8À�½,À�¾	É�Ê�Á	¾	Â��îÌ�Â1×'Æ�Ê�¼8»�× �b Å�ï2À�É�»�½ Õ É�»�¿�» ∣∣∣I(1)3,n

∣∣∣ 6 ch

∫

Qh(ỹ)

dy

|x̃− y|m+1−α(1 + |y|)β . Ñ � Ó
[^Ã�É�Ê�À�É�Ã�ÇaÃ�»���Á8Ê�É�ËþÌ�½,À�Ã�É�ÀÎ»�û2À�¾	×	Ä Ñ ��Ó�
AÑ � Ó ìµÍ	Á2»�Ã�Å'½,½4Ä	Á2»�Ì#Ê�ÌþÍ2» ×	Å���Ê�½ Qh(ỹ) ⊂ QN .

[hÉ�Ï
½,À�É�Ä2½1ì2ï	É�»Î»�û2À�¾	×'Ê Ñ ��Ó Ì=À�¼2Ä	¾2Ã�É�Ì�À�¾	¾2»�½mï	Ä2Ã�Æ8À��I4Ê�Ø���Ä	Ì

Rm
¾8Ê\¼2Ì#ÊÎ½4¾2»��!À�Ã�É�Ì#Ê

A =

{
y ∈ Rm : |x̃− y| > 1 + |x̃|

2

}

Ä
B =

{
y ∈ Rm : |x̃− y| < 1 + |x̃|

2

}
,

Ä2½,À�À�½ü¼	Æ2Ç
RN =

∫

QN

dy

|x̃− y|m(1 + |y|)β

Ã�Æ8À�¼2Å�ÿ��!Å�ÿo»�û2À�¾	×	Å Ñ ¾8Ê�Í2»�½4¾	Ä2½1ì |x̃− y| > h/2 Ó �

RN 6

(∫

A

+

∫

B

)
dy

|x̃− y|m(1 + |y|)β .

SOÊÎ½4¾2»��!À�Ã�É�Ì�À
A
Ã�Í	Á8Ê�Ì�À�¼	Æ2Ä	Ì�Âo»�û2À�¾	×	Ä

∫

A

dy

|x̃− y|m(1 + |y|)β 6
c

(1 + |x̃|)m
∫

A

dy

(1 + |y|)β 6 c(1 + |x̃|)−β ,

Í2»�Ã�×�»�Æ2Ë�×	Å
β > m.SOÊÎ½4¾2»��!À�Ã�É�Ì�À

B,
Í2À�Á2À �#»�¼2Çî×îÃ��OÀ�Á	Ä	ï2À�Ã�×	Ä2½ ×�»�»�Á�¼2Ä	¾8Ê�É�Ê�½ Ãeû2À�¾	É�Á2»�½ Ì

x̃,
Í2»�Æ2Å�ï8Ê�À�½

∫

B

dy

|x̃− y|m(1 + |y|)β 6 c

1+|x̃|
2∫

h

dt

t
∼ c ln

1 + |x̃|
h

.

b Å�ï2À�É�»�½ Ñ ë Ó Í2»�Æ2Å�ï8Ê�À�½ ∣∣∣∣∣
∑

n

I
(2)
3,n

∣∣∣∣∣ 6 c hα ln
1 + |x̃|
h

. Ñ�Ò���Ó



�p"������	�	�=��$	$	/e�p"µ���Ö��$	���Ð����/e����"�/e�O����� - "��A���4/ �

qxÊ�Æ8À�À�ì2Ã�Å'½,½4Ä	Á	Å�Çî»�û2À�¾	×	Ä Ñ � Ó ì	¾8Ê�½ü¾	Å �Î¾2»=»�û2À�¾	Ä	É�ËÖÄ	¾	É�À�¿�Á8Ê�Æ

rN =

∫

QN

dy

|x̃− y|m+1−α(1 + |y|)β .

KJÃ�Í2»�Æ2Ë�Ø�Å�ÇîÉ�» �!ÀJÁ8Ê�Ø���Ä2À�¾	Ä2À
A+B,

Ä2½,À�À�½
∫

A

(. . .) 6 c,

∫

B

dy

|x̃− y|m+1−α(1 + |y|)β 6 c

1+|x̃|
2∫

h

dt

t2−α
= c

(
1

(1 + |x|)1−α − 1

h1−α

)
6 ch−1+α.

b »���Ä	Á8Ê�ÇÐÌ�½,À�Ã�É�À\»�û2À�¾	×	ÄÐ¼	Æ2Ç Ñ � Ó ì'Í2»�Æ2Å�ï8Ê�À�½
∣∣∣∣
∑

n

I
(1)
3,n

∣∣∣∣ 6 chα.

b Å�ï2À�É�»�½ÈÌ�Ã�À �ÐÍ2»�Æ2Å�ï2À�¾	¾	Â��î»�û2À�¾2»�×îÄ2½,À�À�½

|I3| 6 c hα ln
1 + |x̃|
h

.

[hû2À�¾	×	ÄîÄ	¾	É�À�¿�Á8Ê�Æ8»�Ì
I1, I2

»�ï2À�¾	Ë=Í2»��#»��ÎÄ ��j ï8Ê�Ã�É�¾2»�Ã�É�Ä�ì

|I3| 6 c

∫

∈Rm\QN

dy

|x̃− y|m−α (max{1 + |y|, 1 + |x̃|})β

6 c

∫

Rm\QN

dy

|x̃− y|m−α(1 + |y|)β 6 c

∫

Rm\QN

dy

|y|m−α+β 6
c

Nβ−α

Ñ N Ì�Â'��Á8Ê�¾2»Î¼8»�Ã�É�Ê�É�»�ï	¾2» ��»�Æ2Ë�
!Ä2½ Ó �cLÃ�É�Á2À�½_Æ2Ç'Ç
N
× ∞,

»�×�»�¾	ï8Ê�É�À�Æ2Ë�¾2»ÖÍ2»�Æ2Å�ï8Ê�À�½

|((PhK −KαPh)u) (x̃)| 6 �������
� · hα ln 1 + |x̃|

h
.

j�É�»�Á8Ê�Çî»�û2À�¾	×'Ê!¼8»�×'Ê�Ø�Â1Ì#Ê�À�É�Ã�Ç�ÃeÍ2»�½,»��!Ë�ÿ ��»�Æ8À�ÀJ¿�Á2»�½,»�Ø�¼2×	Ä��îÌ�Â1×'Æ�Ê�¼8»�×�ì	Äî½4Â ¾2À ��Å�¼8À�½
Ø�¼8À�Ã�Ë¸¾8Ê Õ É�»�½o»�Ã�É�Ê�¾8Ê�Ì�Æ2Ä	Ì#Ê�É�Ë�Ã�Ç	�È[hÉ�½,À�É�Ä2½oÉ�»�Æ2Ë�×�»	ìLï	É�»¸»�û2À�¾	×'Ê Ñ � Ó ¼8»�×'Ê�Ø�Â1Ì#Ê�À�É ��Æ2Ä	Ø�»�Ã�É�Ë
»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á2»�Ì

K
Ä
Kd

Ì
Ch
Ï ¾2»�Á2½,À��

B

>ACOv �	�_z_y�{,z��'}�{,|8º��Î}îw�{ ���"�_z������
KeØþÁ2À�Ø�Å�Æ2Ë�É�Ê�É�»�ÌÈÍ	Á2À�¼2Â6¼2Å �xÀ�¿�»aÁ8Ê�Ø�¼8À�Æ�ÊaÌ�Â1É�À�×'Ê�À�É�ìhï	É�» É�À�»�Á2À�É�Ä	ï2À�Ã�×	Ä ½,»��Î¾2»U»��ÎÄ'¼�Ê�É�Ë

Ã �#»�¼2Ä2½,»�Ã�É�Ë ¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�¿�»uÁ2À�
xÀ�¾	Ä	Çþ×�×�»�¾	É�Ä	¾	Å#Ê�Æ2Ë�¾2»�½4Å�Í	Á	ÄþÄ	Ø�½,À�¾2À�¾	Ä	Ä�
ÎÊ�¿�Ê=Á2À�
xÀ�É�×	Ä �J[p¼	Ï
¾8Ê�×�»îÍ	Á8Ê�×	É�Ä	ï2À�Ã�×�»�ÀÖ¾8Ê��#»��x¼8À�¾	Ä2ÀÖÁ2À�
xÀ�¾	Ä	Ç¸¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�¿�»îÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä	Ç Ñ ��ÓhÔåÕ É�» ��À�Ã�×�»�¾2À�ï	¾8Ê�ÇÃ�Ä2Ã�É�À�½LÊÎÆ2Ä	¾2À��	¾	Â���Ê�Æ2¿�À���Á8Ê�Ä	ï2À�Ã�×	Ä���Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä�� Ô ¾8Ê�É�Ê�Æ2×	Ä	Ì#Ê�À�É�Ã�Ç¸¾8Ê=Í	Á2»���Æ8À�½4ÅîÌ�Â'��»�Á8Ê=×�»�Ï
¾2À�ï	¾2»���Ê�Í	Í	Á2»�×�Ã�Ä2½LÊ�û	Ä	Ä �



Ò�� �p�����	���'��
�� 5��J5 * �p�����	���'��
Ö� 5��J5
M6À�Ã�×�»�¾2À�ï	¾	ÂpÀ Ã�Ä2Ã�É�À�½4Â Æ2Ä	¾2À��	¾	Â��rÊ�Æ2¿�À���Á8Ê�Ä	ï2À�Ã�×	Ä��?Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä��XÅ �!À Á8Ê�Ã�Ã�½LÊ�É�Á	Ä	Ì#Ê�Æ2Ä2Ã�Ë

ÌÎ½LÊ�É�À�½LÊ�É�Ä	ï2À�Ã�×�»��îÆ2Ä	É�À�Á8Ê�É�Å�Á2ÀÎê � í ì�¿�¼8ÀeÍ	Á2À�¼	Æ�Ê�¿�Ê�Æ2Ä2Ã�Ë=ÄÐ»���»�Ã�¾2»�Ì�Â1Ì#Ê�Æ2Ä2Ã�Ë=Í	Á2»�À�×	û	Ä2»�¾	¾	ÂpÀO½,À�ÏÉ�»�¼2Â Ä��ÐÁ2À�
xÀ�¾	Ä	Ç	�6jVÍ	Á	Ä2½,À�¾2À�¾	Ä	Ä�×îÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä	ÿ Ñ ��Ó Ã �#À�½LÊ=Ì�Â1¿�Æ2Ç�¼2Ä	É Ã�Æ8À�¼2Å�ÿ��!Ä2½m»���Á8Ê�Ø�»�½��QLÃ�Æ2Ä�»���»�Ø�¾8Ê�ï	Ä	É�Ë
PN

»�Í2À�Á8Ê�É�»�Á�Ã�Å �!À�¾	Ä	Ç Ñ Í	Á2»�À�×	É�»�Á Ó Zmh ¾8ÊÎ¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾	Â���×	Å��
Zmh ∩ QN ,

É�»
Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä2À Ñ ��Ó Ø�Ê�½,À�¾	Ç	À�É�Ã�Çî×�»�¾2À�ï	¾2»��¸Ã�Ä2Ã�É�À�½,»��ÐÆ2Ä	¾2À��	¾	Â���Ê�Æ2¿�À���Á8Ê�Ä	ï2À�Ã�×	Ä��îÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä��

PN (aI +Kα)ud,N = PN vd. Ñ�Ò�Ò�Ó
fµÀ�»�Á2À�É�Ä	ï2À�Ã�×	Ä2ÀîÄ2Ã�Ã�Æ8À�¼8»�Ì#Ê�¾	Ä	Çdì�×'Ê�×ÈÍ	Á8Ê�Ì�Ä'Æ8»	ì�»�¿�Á8Ê�¾	Ä	ï	Ä	Ì#Ê�ÿ^É�Ã�Ç »���»�Ã�¾2»�Ì#Ê�¾	Ä2À�½XÍ2À�Á2À �#»�¼�Ê

»�É Ñ ��Ó × (11),
ï	É�»ÎÍ2»�¼2Á8Ê�Ø�Å'½,À�Ì#Ê�À�ÉuÃ�Æ8À�¼2Å�ÿ��xÀ�À

� �'~8}���� ¹L}#º_z_}2C��6���	�x #"���
�$A��$	�A�
(4)

- ��$ - 
�$�����$ - "���
�"µ���!�2� - 
J0#" - ����"���$A����
'�
`2h,

� - �����
� - ������� - ��$ - � - ��� �!���

N
 #"���
�$A��$	�A�

(11)
- ��$ - 
�$�����$ - "���
�"µ���!�2� - $��e0 - ��0#" - ����"���$A����
'�

PN `
2
h.b Í	Á8Ê�×	É�Ä	ï2À�Ã�×�»��mÉ�»�ï	×	ÄüØ�Á2À�¾	Ä	ÇüÉ�Ê�×�»�À Å�É�Ì�À�Á �x¼8À�¾	Ä2Àî½LÊ�Æ8» Õ ���OÀ�×	É�Ä	Ì�¾2»	ìLÍ2»�Ã�×�»�Æ2Ë�×	ÅUÍ	Á	Ä½LÊ�Æ2Â��

h
Ä���»�Æ2Ë�
!Ä��

N
Ã�Ä2Ã�É�À�½LÊ

(11)
½,»��!À�Éî»�×'Ê�Ø�Ê�É�Ë�Ã�Ç�»�¿�Á2»�½4¾	Â��¸Á8Ê�Ø�½,À�Á2»�Ì2ìAÄ¸Ã\Ì�Â1ï	Ä2Ã�Æ2Ä'Ï

É�À�Æ2Ë�¾2»��þÉ�»�ï	×	ÄîØ�Á2À�¾	Ä	ÇÐÉ�Á	Å�¼2¾2»�Á2À�Ê�Æ2Ä	Ø�Å�À�½LÊ��
SOÊ!¾8Ê 
?Ì�Ø�¿�Æ2Ç�¼µì���»�Æ8À�ÀeÍ	Á8Ê�¿�½LÊ�É�Ä	ï	¾2»��þÌ�Â1¿�Æ2Ç�¼2Ä	ÉÖÃ�Æ8À�¼2Å�ÿ��ÎÊ�Ç Ã �#À�½LÊx×�»�¾2À�ï	¾2»���Ê�Í	Í	Á2»�×�Ã�Ä'Ï

½LÊ�û	Ä	Ä �,HJ»J¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�½4Å=Ç�¼2Á	Å
Kd

ÄÖØ�Ê�¼�Ê�¾	¾2»��uÍ	Á8Ê�Ì�»��Öï8Ê�Ã�É�Ä
vd
Ã�É�Á2»�Ç'É�Ã�ÇÖÄ��=Í2À�Á	Ä2»�¼2Ä	ï2À�Ã�×	Ä2À

Ê�Í	Í	Á2»�×�Ã�Ä2½LÊ�û	Ä	Ä Í2»�Ã�Á2À�¼8Ã�É�Ì�»�½aÃ�Å �!À�¾	Ä	Ç=¾8Ê
QN ∩Zmh

Ä=Í2À�Á	Ä2»�¼2Ä	ï2À�Ã�×�»�¿�»!Í	Á2»�¼8»�Æ��!À�¾	Ä	ÇÖ¾8Ê
Zmh .K��Ð½4Â »���»�Ø�¾8Ê�ï	Ä2½

Kd,N
Ä
vd,N

Ã�»�»�É�Ì�À�É�Ã�É�Ì�À�¾	¾2»���j6½,À�Ã�É�»ÎÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä	Ç
(4)

½4Â Á8Ê�Ã�Ã�½LÊ�É�Á	Ä	Ì#Ê�À�½
Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä2À

aud,N (x̃) +
∑

ỹ∈Zmh

Kd,N (x̃− ỹ)ud,N (x̃)h
m = vd,N (x̃), x̃ ∈ Zmh , Ñ�Ò ��Ó

Ä�Ì ¼8À��2Ã�É�Ì�Ä	É�À�Æ2Ë�¾2»�Ã�É�Ä Õ É�» ×�»�¾2À�ï	¾8Ê�Ç Ã�Ä2Ã�É�À�½LÊuÆ2Ä	¾2À��	¾	Â��aÊ�Æ2¿�À���Á8Ê�Ä	ï2À�Ã�×	Ä�� Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä��aÃxÉ�Ê�×¾8Ê�Ø�Â1Ì#Ê�À�½,»��Ðû	Ä	×'Æ2Ä	ï2À�Ã�×�»��îÃ�Ì�À�Á	É�×�»�� ê Ò 	'ì Ò � í �,ghÍ	Í8Ê�Á8Ê�É\¼2Ä2Ã�×	Á2À�É�¾2»�¿�»xÍ	Á2À�»���Á8Ê�Ø�»�Ì#Ê�¾	Ä	Ç ú Å�Á	Ë�ÀÄÐÃ�Ì�»��2Ã�É�Ì#ÊxÃ�Ä2½4Ì�»�Æ�Êx½4¾2»�¿�»�½,À�Á	¾2»�¿�»=Ã�Ä	¾	¿�Å�Æ2Ç'Á	¾2»�¿�»ÎÄ	¾	É�À�¿�Á8Ê�Æ�Ê!Í2»�Ø�Ì�»�Æ2Ç'ÿ^É=»���»�Ã�¾2»�Ì#Ê�É�Ë=Á8Ê�Ø�Á2À�Ï

!Ä2½,»�Ã�É�ËîÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä	Ç

(12)
Í	Á	Ä ��»�Æ2Ë�
!Ä��

N,
��ÂpÃ�É�Á2»�ÀÎÍ	Á2À�»���Á8Ê�Ø�»�Ì#Ê�¾	Ä2À ú Å�Á	Ë�À Ô »�É�×'Ê�Ø�Ê�É�Ë�Ã�Ç

»�ÉüÁ2À�
xÀ�¾	Ä	Ç Ã�Ä2Ã�É�À�½?Æ2Ä	¾2À��	¾	Â��VÊ�Æ2¿�À���Á8Ê�Ä	ï2À�Ã�×	Ä�� Å�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä��VÄ »�¿�Á8Ê�¾	Ä	ï	Ä	É�Ë�Ã�Ç ¼2Ì�Å�×	Á8Ê�É�¾	Âp½
Ì�Â1ï	Ä2Ã�Æ8À�¾	Ä2À�½ÈÍ	Á2À�»���Á8Ê�Ø�»�Ì#Ê�¾	Ä	Ç ú Å�Á	Ë�À Ñ Í	Á#Ç	½,»�¿�»xÄ »���Á8Ê�É�¾2»�¿�» Ó � 	eÁ2»�½,À^É�»�¿�»	ì'Ã�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä2Àeï	Ä2Ã�ÏÆ8À�¾	¾	Â��ÈÁ2À�Ø�Å�Æ2Ë�É�Ê�É�»�Ì ¼	Æ2ÇüÍ	Á2»�Ã�É�À���
!Ä��ÈÉ�Ä	Í2»�Ì É�À�Ã�É�»�Ì�Â��üÅ�Á8Ê�Ì�¾2À�¾	Ä�� Ñ ×'Ê�×ÈÁ2À�¿�Å�Æ2Ç'Á	¾	Â��dì�É�Ê�×Ä�Ã�Ä	¾	¿�Å�Æ2Ç'Á	¾	Â�� Ó ìdÍ2»�Æ2Å�ï2À�¾	¾	Â���Ã\Í2»�½,»��!Ë�ÿrÍ	Á2»�À�×	û	Ä2»�¾	¾	Â���½,À�É�»�¼8»�ÌîÄ ��ÂpÃ�É�Á	Âp½ Í	Á2À�»���Á8Ê�Ø�»�Ï
Ì#Ê�¾	Ä2À�½ ú Å�Á	Ë�ÀÐÍ2»�×'Ê�Ø�Ê�Æ8»aÄ�� ��Æ2Ä	Ø�×�»�ÀþÃ�»�Ì�Í8Ê�¼8À�¾	Ä2ÀþÄ Ã�À�Á	Ë�À�Ø�¾	Â�� Ì�Â1Ä	¿�Á	Â�
 Í2»�Ì�Á2À�½,À�¾	Ä Ñ ¾8ÊÍ2»�Á#Ç�¼8»�× Ó ÌþÍ2»�Æ2Ë�Ø�Å�Í2»�Ã�Æ8À�¼2¾2À�¿�»þ¼�Ê �!ÀÖÌ�»�¼2¾2»�½,À�Á	¾2»�½lÃ�Æ2Å�ï8Ê�Àþê ��í �îHJ»îÌ�Ã�À��UÌ�Ä'¼2Ä2½,»�Ã�É�Ä�ì4Í	Á	ÄÅ�Ì�À�Æ2Ä	ï2À�¾	Ä	ÄþÁ8Ê�Ø�½,À�Á	¾2»�Ã�É�Ä Õ É�ÊxÁ8Ê�Ø�¾	Ä	û8Ê ��Å�¼8À�ÉÖÃ�É�Ê�¾2»�Ì�Ä	É�Ë�Ã�Ç���»�Æ8À�ÀO»��!Å�É�Ä2½,»�� �

�þz��'}��_w�� � �_w
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